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Gli aspetti di un curricolo come pietre di un arco:
ciascuno non e importante in sé

ma per come e disposto rispetto agli altri.
Organizziamoli in una struttura robusta e,

insieme agli studenti, rendiamola un ponte.
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Introduzione

Dal primo biennio al secondo biennio

Questo volume € la naturale prosecuzione al secondo biennio del
testo Facciamo la matematica che conta ([Cappello e Innocenti, 2022]),
lavoro che illustra una proposta organica per il curricolo di matematica
del primo biennio della scuola secondaria di secondo grado. Il riscontro
ottenuto e le richieste di numerosi docenti ci hanno, infatti, impegnato
ad organizzare le idee, 'esperienza e alcuni materiali didattici relativi
alla classe terza e alla classe quarta in un volume analogo, realizzato
anch’esso nell’ambito del Progetto sul curricolo e sulle metodologie
didattiche per la matematica della scuola secondaria di secondo grado,
che prevede la collaborazione di IPRASE e dell’Universita di Trento, con
la partecipazione delle scuole.

Il senso e la portata di questo rilevante progetto, le ragioni sotte-
se e i diversi aspetti che lo definiscono, dagli obiettivi alle azioni com-
piute, sono ampiamente descritti nel volume per il primo biennio e in
[Cappello e Innocenti, 2018], ma ci sembra comunque utile richiamarli
sinteticamente prima di entrare nel merito di cosa si trova nel libro e
prima di ricordare il significato dei materiali che lo accompagnano. Con
qualche aggiunta, pero, visto che nel corso di quest’anno scolastico le
esperienze vissute, i docenti con cui ci siamo confrontati € gli studenti
assieme ai quali abbiamo costruito le lezioni ci hanno insegnato ancora
qualcosa; d’altronde, come potrebbe essere diversamente?

Ricordiamo le motivazioni

” o« ” oo«

“Gli studenti non studiano”, “gli studenti non ricordano”, “i contenuti
da affrontare sono troppi”, “la matematica non la capisco”, “la mate-



matica non serve'... Sono frasi che, a volte, si sentono a scuola e
rispecchiano episodi o circostanze che probabilmente ciascuno di noi
ha vissuto, e che possiamo sintetizzare dicendo che:

La matematica che si fa a scuola non ha sempre un senso per gli stu-
denti, e nemmeno per i docenti.

Quanto gli studenti apprendono a scuola non resta sempre disponibile
a lungo.

Pur nella complessita della situazione, riteniamo che cid dipenda
in parte anche da noi docenti — non solo da noi naturalmente —, a co-
minciare da cosa proponiamo in classe e da come lo facciamo, ovvero
da quali contenuti consideriamo, da quali abilita curiamo e da quale
metodologia didattica adottiamo. Lo dice anche la ricerca, ad esempio
[Silver, 2009].

Qualcosa si puo, e si dovrebbe, fare: ad esempio, si pud cogliere
I'occasione per fermarsi a riflettere su quali contenuti sono davvero si-
gnificativi, distinguendoli da quelli che consideriamo solo per consuetu-
dine o perché non affrontarli ci farebbe sentire a disagio, quasi svilissi-
mo la matematica che si discute in classe.

Ci sono comunque ulteriori ragioni per riflettere sul curricolo. Tra
queste ci sono i nuovi contenuti e le nuove attenzioni previste dalle
Indicazioni nazionali [MIUR, 2010], dalle Linee guida nazionali [MIUR,
2010a, b] e dalle Linee guida della provincia di Trento per la scuola
secondaria di secondo grado [PAT, 2013], come il calcolo delle proba-
bilita, come modellizzare e argomentare, ma soprattutto come l'invito
a considerare pochi concetti e metodi fondamentali e ad analizzarli in
profondita, spostando cosi il focus dalla quantita alla qualita di cio che
Si costruisce assieme agli studenti.

Non & nuova, invece, la constatazione che i ragazzi manifestano
difficolta in matematica dalla classe prima fino al passaggio scuola-uni-
versita; si veda ad esempio [Anzellotti, 2008] e la rilevazione [INVALSI,
2019, I'ultima prima della pandemia di Covid-19: il 42% degli studenti
della classe quinta non “raggiunge il livello 3, considerato come livel-
lo adeguato di raggiungimento dei traguardi delle Indicazioni nazionali/
Linee guida” (pag. 74). Con questo non si vuole certo dire che il 42%
degli studenti delle classi quinte non sa la matematica! Sarebbe una

' La matematica non serve a nulla & anche il titolo, volutamente provocatorio, del
libro [Bolondi e D’Amore, 2010]. E la frase che uno degli autori ha letto su un
muro di Bologna, vicino ad una scuola.
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semplificazione eccessiva, ma & comungue un risultato su cui riflettere,
data 'autorevolezza della rilevazione.

Un ulteriore spunto & offerto dagli esiti degli studenti italiani al test
PISA 2012: le risposte a domande aperte sbagliate o non fornite sono
il 63,8% ([Asquini, 2016]). E un valore in linea con la media OCSE, ma
non lo & la percentuale delle risposte omesse a tali domande, che si
attesta sul 25,1%, mentre la media OCSE ¢ del 16,9%; in ogni caso,
cio indica che ci sono difficolta diffuse nel descrivere i procedimenti e
nel giustificare le proprie affermazioni; anzi, mette in luce un problema
piu profondo, che si pud sintetizzare con le parole di Ferrari in [Ferrari,
2021, pag. 19

Cosa puo aver capito chi non sa esprimere quello che ha capito?

Un progetto in sintesi

Per queste diverse ragioni, dalla questione di senso alle difficolta
degli studenti, nel 2016 &€ nato il Progetto sul curricolo e sulle metodo-
logie didattiche per la matematica della scuola secondaria di secondo
grado. |l lavoro si fonda sull’apporto di diverse componenti: € curato
dagli autori di questo volume, con la regia del Liceo scientifico Leonar-
do da Vinci di Trento, prevede la collaborazione di una struttura che fa
ricerca educativa, IPRASE, e di un ente competente sulla disciplina, il
Dipartimento di matematica dell’ Universita di Trento, ma anche la par-
tecipazione della scuola, ossia dei docenti e dei loro studenti.

Riteniamo che questa interazione sia necessaria per realizzare una
riflessione produttiva sul curricolo — senza coinvolgere questi tre enti
non si puo costruire un percorso didattico realmente innovativo — e, a
posteriori, possiamo dire che € stata fondamentale per raggiungere gli
obiettivi previsti; insomma, in termini matematici, il confronto & stato
necessario e (ampiamente) sufficiente.

Come si comprende dal nome del Progetto, I'obiettivo principale e
precisare un curricolo di matematica, nell’accezione illustrata in [Anzel-
lotti, 1997], per il Liceo scientifico e I'opzione delle scienze applicate;
un curricolo che sia coerente con la normativa e che risponda alle reali
esigenze degli studenti e dei docenti, in cui si fa matematica davvero,
nel senso che preciseremo nell’intero volume — e magari lo si fa con
gioia e soddisfazione.

Sono propositi impegnativi e per realizzarli abbiamo stabilito alcuni
criteri didattici a cui ispirare il lavoro. Li ricordiamo ora sinteticamen-
te, aggiungendo magari qualche osservazione rispetto a quanto gia
illustrato nel volume per il primo biennio, mentre nei primi due capitoli

11



mostreremo come si possono declinare in un percorso per il secondo
biennio.

Curare la disponibilita a lungo termine di quanto si apprende a scuo-
la.

Tenerne conto nella progettazione delle attivita & cruciale, e orienta
la scelta dei contenuti da discutere in classe, ma anche delle mo-
dalita e delle metodologie didattiche con cui farlo. Ne precisa alcuni
aspetti Anzellotti in [Anzellotti, 2016]:

Non si deve quindi essere stupiti 0 amareggiati, né come studenti né
come insegnanti, se all’inizio della terza superiore gli studenti hanno
grandi difficolta con I’Algebra che hanno studiato in prima e in seconda:
e normale. Ma si deve agire. Bisogna riprendere le cose studiate, darsi
il tempo di farlo, e mantenere su di esse un’attenzione permanente, in
modi che saranno necessariamente diversificati per ciascuno studente
a seconda della sua specificita. E di nuovo sara utile ripetere questo
lavoro in momenti successivi, in quarta e in quinta e all’inizio dell’'uni-
versita, e a quel punto le conoscenze basilari di Algebra per I'obbligo
scolastico, che sono state studiate a 14 e 15 anni, saranno finalmente
padroneggiate e sopra ci si potranno solidamente costruire nuovi sape-
ri. Quanto si e detto nel caso dell’Algebra vale per ogni conoscenza. E
vale complessivamente per la Scuola e per I'Universita. Per costruire un
sapere occorrono ripetute occasioni di riprendere le conoscenze appre-
se, utilizzarle, rielaborarle autonomamente.

Sviluppare abilita/competenze matematiche e trasversali.

Ad esempio, interpretare figure geometriche e comunicare, nelle di-
verse accezioni di enunciare, argomentare, dimostrare... Insomma,
si tratta di non dare rilevanza solo ai contenuti e alle procedure, di
non occuparsi solo del cosa ma di considerare anche altri aspetti e
in particolare i perché, come discusso con considerazioni operative
in [Mariotti, 2022].

Realizzare un percorso unitario.

Cio significa costruire un percorso che tenga conto dello sviluppo
degli apprendimenti nell’intero quinquennio, ma che guardi anche
al dopo, ossia al passaggio scuola-universita, e a quanto avviene
prima, cioe al passaggio scuola secondaria di primo grado-scuola
secondaria di secondo grado. In questo orizzonte si intravede con
maggior chiarezza cosa € davvero rilevante e, dunque, € questo
I'orizzonte in cui si possono fare scelte didattiche efficaci.

e Adottare un approccio fattivamente laboratoriale.
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di creare situazioni in cui lo studente e attivo; € l'attivazione dello



studente che caratterizza il laboratorio, non il luogo o gli strumenti a
cui si ricorre ([Anzellotti, 20071]).

In questo senso € laboratorio investigare se una disuguaglianza
espressa mediante le lettere € vera, anche se per farlo non servono
strumenti speciali ma bastano carta e penna. Ed & laboratorio pro-
vare a costruire autonomamente alcuni esempi di oggetti matematici
che soddisfano le condizioni richieste da una data definizione oppu-
re alcuni esempi di oggetti matematici che non le soddisfano, pri-
ma di esaminare quelli proposti da un testo o dal docente; questa,
come attesta ad esempio lo studio di [Dahlberg e Housman, 1997],
sembra essere una strategia di apprendimento piu efficace rispetto
ad altre, quali riformulare il testo o semplicemente memorizzarlo.

e Costruire un senso della matematica che si fa a scuola.

E il criterio pili importante e ispira gli altri indicati prima. Realizzar-
lo richiede diverse attenzioni, tra cui discutere le ragioni per cui si
introduce un nuovo oggetto matematico, investigarlo “mettendoci
le mani”, formalizzare solo in seguito, quando diventa un’esigenza
degli studenti per comunicare in modo univoco e conciso, ma anche
introdurre solo i termini, i simboli € i risultati essenziali.

In sostanza, affinché gli studenti apprendano davvero non basta
raccontare loro cio che devono sapere. Lo dice chiaramente Bruner
in [Bruner, 2001, pag. 68, 69]:

Questa visione presume che la mente di chi apprende sia una tabula
rasa. [...] Pitimportante ancora in questa concezione é I'assunto che la
mente del bambino sia passiva, sia un ricettacolo che aspetta di essere
riempito. L’interpretazione attiva, la ricostruzione, non rientrano in que-
sto quadro. [...] E’ totalmente a senso unico.

E non basta nemmeno fare pratica, se con questo si intende limitarsi
a riprodurre la procedura che mostra il docente, come si legge an-
cora in [Bruner, 2001, pag. 67]:

[...] dimostrare semplicemente «come si fa» e offrire la possibilita di fare
pratica non € sufficiente.

Gli studi condotti sulla perizia hanno dimostrato che imparare ad ese-
quire qualcosa con abilita non porta alla stessa combinazione di mae-
stria e flessibilita che si ottiene attraverso un apprendimento che unisce
alla pratica la spiegazione concettuale — un pianista veramente bravo
non deve avere solo delle mani agili, ma deve anche conoscere la teoria
dell’armonia, il solfeggio, la struttura melodica.

Questo ¢, in definitiva, il quadro in cui si collocano le scelte didatti-
che che abbiamo effettuato anche per il secondo biennio, come avre-
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mo modo di illustrare nel volume. Ad esso si dovrebbe guardare da di-
verse prospettive, considerando ciog, oltre agli aspetti cognitivi, anche i
fattori metacognitivi, le convinzioni che lo studente ha sulla matematica
e su di s¢, e i suoi atteggiamenti; ce ne siamo resi conto nella pratica
didattica e lo dice da tempo la ricerca.

Per quanto riguarda gli aspetti metacognitivi, la Zan in [Zan, 1995]

distingue tra conoscenza delle proprie risorse e auto-regolazione.

1. Conoscenza delle proprie risorse cognitive

L’esempio piu significativo &€ quello relativo alla conoscenza dei propri
punti forti e/o deboli: sapere di sbagliare faciimente i calcoli, sapere di
avere difficolta a memorizzare, sapere di essere lenti, o disordinati, poco
precisi. [...]

2. Auto-regolazione

Riferendoci agli esempi precedenti, si puo supporre che se un ragazzo
sa di sbagliare facilmente i conti, pu® decidere una strategia di controllo
continuo [...]; se sa si essere lento, potra decidere davanti ad un com-
pito quali esercizi & opportuno affrontare; se si rende conto di avere dif-
ficolta a memorizzare, potra decidere di dedicare pit tempo, o strategie
opportune, nei compiti di memorizzazioni. [...]

Un ruolo altrettanto importante € giocato dalle convinzioni, come

dicevamo.
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“Se moltiplico due numeri il risultato € maggiore di entrambi.” [...] “Un

numero e negativo se e solo se nella sua rappresentazione simboli-

ca compare esplicitamente il segno”. [...] Si pud riconoscere che nella

formazione delle convinzioni esaminate ha una notevole responsabilita

il tipo di insegnamento ricevuto. Ma ogni studente, ad ogni livello di

scuola, su ogni argomento, possiede e sviluppa convinzioni proprie che

I'insegnante difficiimente pud immaginare.

Anche convinzioni generali sulla matematica sono spesso implicite. [...]

le convinzioni generali giocano un ruolo determinante nella utilizzazione

delle risorse cognitive e ancora prima sulla decisione di utilizzarle. Esem-

pi di convinzioni di questo tipo molto diffuse (anche tra adulti) sono:

- Solo pochi fortunati possono riuscire in matematica. E quindi: I'impe-
gno in matematica conta fino ad un certo punto.

- Le regole matematiche [...] si devono imparare ma non si possono (o
devono) capire.

- Per fare gli esercizi di matematica non serve studiare la teoria. [...]

- Un problema di matematica o lo capisci subito o non lo capisci pitl. [...]

Se un soggetto attribuisce la causa del proprio fallimento in matematica

a fattori che ritiene di non poter controllare, difficiimente potra investire

le risorse e le energie necessarie per ottenere un miglioramento dei

risultati,



E con questo ci sembra di aver riassunto gli obiettivi e i criteri di-
dattici su cui si fonda il Progetto. Il rischio era che rimanessero solo
belle parole e non incidessero davvero nella pratica didattica; insom-
ma, che non arrivassero ai nostri veri interlocutori, gli studenti. Invece si
sono tradotti in varie azioni concrete: nella progettazione di un possibile
percorso di matematica dalla classe prima alla classe quinta, nella co-
struzione di materiali di diverso tipo a supporto delle attivita didattiche,
nella loro sperimentazione in molte classi € nell’intenso confronto con
numerosi insegnanti.

In particolare, riflettere sull’intera programmazione del quinquennio
— non solo su questioni specifiche — e interagire con i docenti in modo
continuo nell’arco dell’intero anno scolastico — non solo in incontri epi-
sodici — sono le condizioni che riteniamo indispensabili per realizzare
percorsi efficaci in classe, e sono pure gli aspetti che, assieme alla col-
laborazione con I'Universita ed IPRASE, caratterizzano il Progetto e lo
rendono, per certi versi, unico.

Cosa c’é nel volume

Il testo si pud suddividere in due parti. Nella prima, costituita dal
capitolo 1 e dal capitolo 2, descriveremo e giustificheremo un possibile
percorso di matematica per il secondo biennio del Liceo scientifico e
per I'opzione delle scienze applicate, indicando di volta in volta i mate-
riali specifici che abbiamo realizzato per gli studenti. Si tratta della natu-
rale prosecuzione del percorso relativo al primo biennio, e anch’esso va
esaminato con due attenzioni: € solo una proposta tra altre ragionevoli,
e va adattato al contesto della classe e al proprio modo di intendere I'in-
segnamento e I'apprendimento; & pensato per il Liceo scientifico, ma si
puo adottare almeno in parte anche negli altri licei e negli Istituti tecnici,
modificandolo opportunamente in base alle caratteristiche peculiari di
ciascun indirizzo di studio e al monte ore previsto per la disciplina.

In entrambi i capitoli considereremo anche le indicazioni della norma-
tiva, le acquisizioni della ricerca in didattica della matematica e quanto
si trova nei libri di testo; esamineremo dunque molti aspetti e per questo
abbiamo pensato di aggiungere una sintesi della proposta, riportando
in uno schema i contenuti che a nostro avviso vanno affrontati, le mo-
dalita didattiche con cui farlo e un’indicazione di massima dei tempi che
puo richiedere ogni segmento del percorso.

Nella seconda parte del volume, ossia nel capitolo 3, mostreremo
invece alcuni esempi dei materiali che abbiamo costruito in modo da
fornire un’idea piu precisa di come si possono declinare le scelte di-
dattiche illustrate nei capitoli precedenti: si tratta dei testi delle verifi-
che sommative assegnate ad una nostra classe nell’arco del secondo
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biennio e dei materiali relativi a due segmenti significativi del percorso,
la derivata per la classe terza e le funzioni trigonometriche per la classe
quarta. Essi, assieme a tutti gli altri realizzati per gli studenti, sono di-
sponibili sul sito nel dominio dell’Universita di Trento che gia ospitava il
lavoro sul primo biennio?, e si possono scaricare liberamente.

Ancora uno sguardo ai materiali

Le tipologie in cui sono suddivisi i materiali sono ancora quelle stabilite
nel percorso relativo al primo biennio e hanno dunque le caratteristiche
che ricordiamo attraverso le parole utilizzate nel volume precedente:

« Tracce di attivita e file GeoGebra o fogli di calcolo mediante i quali
alcune di esse sono realizzate. Le indicazioni e i suggerimenti pro-
posSti possono essere presentati agli studenti anche gradualmente,
in modo da non limitare la loro liberta di esplorare e per lasciare piti
spazio al confronto tra loro e alla discussione collettiva

Fogli di attivita costituiti da esercizi e semplici problemi per investigare
aspetti specifici oppure per consolidarne altri. Sono pensati per es-
sere svolti per lo piti in modo autonomo dai ragazzi, individualmente
oppure in piccoli gruppi; poi & bene discutere con loro gli aspetti piti
significativi

+ Dispense su argomenti importanti e che di solito sono affrontati in
modo diverso nei libri di testo. Si possono assegnare dopo la lezione
come riferimento per lo studio oppure si possono commentare diret-
tamente in classe mediante una discussione collettiva. Tuttavia alcune
Si prestano ad essere esaminate prima individualmente, in modo da
sviluppare I'abilita di imparare cose nuove a partire da cio che si sa.
Precisiamo che questi materiali sono una sintesi; percio in classe &
bene prevedere piu passi di quelli indicati nel testo e coinvolgere atti-
vamente gli studenti nella discussione

« Testi di verifiche assegnate nelle nostre classi; sono utili anche per
l'autovalutazione o per il consolidamento

 Letture o video che integrano i materiali che abbiamo costruito
nell’ambito del Progetto.

% https://sites.google.com/unitn.it/currmatsssg
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Vogliamo perd aggiungere alcune precisazioni che possono aiutare
a comprendere meglio il ruolo e il significato delle varie tipologie.

Le tracce di attivita, a volte, sono articolate in piu sotto-domande o
riportano suggerimenti, ma cio non significa che questi vadano sempre
presentati agli studenti, almeno non tutti e non all’inizio del lavoro. Infat-
ti, di norma € meglio lasciare che i ragazzi esplorino liberamente la que-
stione, avanzino congetture, argomentino prima in piccoli gruppi € poi
collettivamente, come sostiene anche la ricerca, ad esempio [Mariotti,
2022, cap. 5]. Piuttosto, le indicazioni che compaiono nel testo sono
utili al docente per formarsi un’idea piu precisa di come si pud organiz-
zare |'attivita e di come si puo sviluppare la discussione, pur rispettando
i tempi di apprendimento degli studenti e valorizzando le loro intuizioni.

Lo stesso si pud dire per i fogli di attivita, anche se in questo caso le
indicazioni, che sono comunque poche, possono costituire un utile rife-
rimento per i ragazzi quando il materiale &€ impiegato per il lavoro a casa.

Osserviamo, inoltre, che nel percorso relativo al secondo biennio
alcune dispense sono integrate con file GeoGebra, che servono per
prendere confidenza con i nuovi oggetti matematici introdotti e per fa-
cilitare la costruzione di una propria immagine; possono essere visua-
lizzati al proiettore in classe, ma & bene siano anche utilizzati individual-
mente dagli studenti.

E il libro di testo? Ci siamo accorti che alcuni blocchi dei materiali re-
alizzati possono rimpiazzare qualche parte dei manuali in adozione nelle
scuole, ad esempio quella sui limiti di funzioni. Tuttavia riteniamo che,
almeno per alcuni argomenti, il libro di testo sia ancora uno strumento
fondamentale per gli studenti, che dovrebbero imparare ad utilizzarlo
per trovare risposte alle proprie domande, senza dipendere unicamente
dalla (ri)spiegazione dell'insegnante e, nel contempo, confrontarsi con
diverse modalita di esposizione. Piuttosto dovremmo discutere insieme
a loro come utilizzarlo in modo critico, evidenziare eventuali analogie e
differenze con la nostra impostazione chiarendone le ragioni, € asse-
gnare ogni tanto alcune pagine da approfondire autonomamente.

La parola a docenti e studenti

La condivisione e la sperimentazione del percorso e dei materiali
sono elementi costitutivi del Progetto; pertanto & utile guardare alla pro-
posta attraverso le parole dei docenti che I’hanno declinata in classe,
naturalmente ciascuno secondo la propria sensibilita didattica, e attra-
verso quelle degli studenti che hanno vissuto I'esperienza. Iniziamo dai
docenti.

Trovo che il percorso “a spirale”, che prevede di rivedere e ampliare ogni
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anno determinati argomenti, sia stato molto efficace per una compren-
sione piti profonda dei concetti base, soprattutto per i ragazzi pit fragili.
In particolare ho apprezzato moltissimo la scelta di anticipare il concetto
di derivata alla classe terza, per poi rivederlo e ampliarlo gli anni succes-
sivi. Questo ha permesso utili intersezioni con il programma di fisica, e
interessanti modellizzazioni di situazioni reali, oltre che un’effettiva, pro-
fonda e duratura comprensione da parte degli studenti.

Infine, trovo che la continua revisione, condivisione, confronto, con una
comunita sempre piti numerosa di colleghi sia stato un utile strumento
di confronto, stimolo al perfezionamento, prova della validita della pro-
posta (Alessandra).

Introduzione della derivata in terza: non ci sono stati problemi, direi
scorrevole, chiaro. Qualche genitore ha potuto trovare qualche scusa
per dire che tenevo argomenti difficili in terza e che “tutti sanno si svol-
gono pit avanti”... il che non era un problema sinceramente se non che
mi toglievano, cosi dicendo e non ascoltando, la fiducia dei figli. Osser-
vando i ragazzi direi che per una buona parte di loro non ci sono stati
problemi dal punto di vista della comprensione. Importantissimo: facilis-
sima la ripresa dell’argomento in quarta, riconosciuto anche dai ragazzi.
| ragazzi mi hanno detto di essere in difficolta nella ricerca degli esercizi
per allenarsi alle verifiche (Gloria).

Il percorso per il secondo biennio € ovviamente caratterizzato in coeren-
za e in continuita con quanto fatto nel primo biennio: le basi costruite
nei primi due anni vengono consolidate e usate per esplorare nuovi
contesti.

E possibile comunque proporre il percorso del secondo biennio anche
alle classi che non hanno sequito il primo biennio, recuperando quando
opportuno i fondamentali (ad es. riprendere all’inizio della classe terza
la lettura di grafici di funzione, costruzione delle funzioni base e delle
trasformazioni di grafici, per interpretare graficamente la risoluzione di
equazioni e disequazioni).

Approfondimento e formalizzazione sui limiti avviene solamente in un
secondo momento (nella classe quarta), quando lo studente dovrebbe
ormai disporre di una certa familiarita con i significati e possiede forse
un’adeguata maturita per procedere alla loro formalizzazione piti rigoro-
sa, che magari egli percepisce a questo punto anche come una propria
necessita (Michele).

Grazie alle indicazioni e ai consigli che sono emersi durante il corso ho
trovato il coraggio di proporre in classe un percorso diverso rispetto a
quello classico, piti funzionale e pit ragionato, con la tranquillita di avere
alle spalle un gruppo di supporto.

E stato molto interessante il lavoro che ho portato avanti sulla proba-



bilita e sulla geometria solida con la creazione ex novo di esercizi che
potessero stimolare la curiosita degli studenti e fossero significativi dal
punto di vista matematico. Mi sono misurata con la difficolta di scrivere
un testo chiaro e senza ambiguita, con la necessita di ottenere risultati
non troppo stravaganti e allo stesso tempo non troppo semplici e con il
desiderio di pensare a delle situazioni reali in cui poter applicare i nuovi
concetti. E stato un lavoro dispendioso in termini di tempo ed impegno,
ma ne e valsa la pena perché ho potuto costruire una piccola collezione
di esercizi che potro proporre agli studenti nei prossimi anni.

Le verifiche proposte dai colleghi mi sono servite come utile spunto per
esercizi in classe e punto di riferimento per calibrare meglio il mio lavoro

(Michela).

Il percorso del secondo biennio stravolge I'ordine con cui solitamente
venivano affrontati alcuni argomenti, con I'obiettivo di far ottenere agli
studenti delle basi solide in vista degli esami di maturita e del loro futu-
ro. La solidita del percorso € data anche dal fatto che esso consente
di mettere in gioco gli studenti, attraverso numerose attivita su carta
o attraverso ['utilizzo di software come GeoGebra. Un’altra arma as-
Solutamente vincente del percorso sono i fogli di esercizi ben costruiti
che consentono agli studenti di comprendere al meglio I'argomento su
cui si basano ed eventualmente approfondirlo. Insomma si tratta di un
percorso che puo regalare parecchia esperienza, sia a chi si trova nel
mondo dellinsegnamento da parecchio tempo, sia a chi si trova alle
prime armi (Marco).

Circa cinque anni fa, a sequito del mio trasferimento al “Da Vinci”, ho
deciso di modificare la struttura della programmazione didattica se-
guendo il percorso proposto dai proff. Cappello e Innocenti.

Il primo anno la “conversione” non € stata semplice anche se sono
partita con un’unica classe terza decisamente ricettiva ed ho ricevuto
moltissimo sostegno durante tutto il percorso. Il cambiamento di men-
talita, come tutti ben sappiamo, non e semplice perché vuol dire do-
ver abbandonare o modificare dei percorsi didattici conosciuti, testati e
quindi rassicuranti. Alla fine dell’anno le ricadute sulla classe mi hanno
portata a formulare delle riflessioni con i miei studenti sui pro e contro
del percorso e I'unico aspetto negativo emerso riguardava la mancanza
di un vero e proprio libro di testo. Per tutti gli altri aspetti, gli studenti
hanno espresso soddisfazione nel vedersi capaci di affrontare, seppur
in maniera introduttiva, il calcolo differenziale.

Per ovviare al problema del libro di testo, negli anni successivi ho fornito
alle classi una piccola dispensa cartacea con la raccolta delle schede
fondamentali per introdurre il percorso sulle derivate (Luisella).

La matematica che ho raccontato ai ragazzi e che con loro ho sperimen-
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tato ed esperito si e fondata sulla ricerca di senso. Le attivita proposte e
gli esercizi mai banali hanno permesso la discussione, il lavoro in piccoli
gruppi e la rielaborazione collettiva. L’anticipazione di alcuni concetti di
analisi gia nel corso della classe terza ha permesso di arrivare al quinto
anno con piu tranquillita e sicurezza. Questi sono alcuni aspetti che,
a mio parere, rendono il progetto un punto di riferimento per chi ha a
cuore una didattica che mette veramente al centro lo studente e la sua
crescita personale (Roberta).

Il percorso progettuale sul curricolo individua e promuove un nucleo
fondante per costruire competenze matematiche stabili di riferimento in
un percorso di scuola secondaria di secondo grado e come fondamen-
to di studi successivi (Paolo).

E gli studenti cosa ne pensano?
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Personalmente faccio molta piu fatica a capire i concetti, ma una vol-
ta capiti non i dimentico pit. Un semplice esempio € la definizione di
pendenza, che ho imparato essere “alzata fratto pedata”, un metodo
simpatico per ricordarselo ma che sicuramente da i suoi risultati. Fac-
ciamo molti pit laboratori, dove I'obiettivo e quello di capire in profon-
dita 'argomento e collegarlo a cio che ci circonda. Non nascondo che
mi trovo ancora in difficolta ad applicare i concetti su nuovi esercizi, ma
sicuramente non temo piti la materia come una volta (Carla).

Mi sono trovata molto bene con questo metodo e da quando la mate-
matica non si basa pit sull'imparare formule a memoria che al 99% si
dimenticano dopo poco, risolvere problemi e ragionare sul procedimen-
to da seguire € diventato quasi un gioco, una piccola sfida contro me
stessa che mi fa piacere la materia (Anna).

Partire da esperienze di vita reale aiuta ad immedesimarsi nel problema
quindi a trovare prima la soluzione. Imparare la formula subito dopo aver
ragionato collettivamente sul problema € utile a chiarire le idee, in parti-
colare trovo che mettersi in gioco con i problemi dei fogli sia pit efficace
rispetto ai classici quesiti da libro perché piti concreti (Sofia).

Durante il mio percorso scolastico, il corso di matematica (oltre alla ma-
teria in sé) mi ha insegnato quanto sia rilevante saper comunicare ed
argomentare precisamente le mie affermazioni. Ho capito I'importanza
del saper argomentare - “giustificare” - in maniera efficace tutto cio che
dicevo o scrivevo in classe, che fossero teoremi, particolari passaggi di
un esercizio o altro ancora. “Chiedersi il perché delle cose” che stavamo
facendo e sapersi rispondere di conseguenza era sicuramente uno dei
punti focali dell'insegnamento. D’altronde ho potuto constatare negli



anni che tutto questo non € importante solo in ambito scientifico-ma-
tematico, ma nella vita in generale. Un prodotto vincente € un prodotto
ben comunicato. Se si comunicano e argomentano le proprie idee con i
termini sbagliati poi, si rischia che non siano comprese da tutti. Ancora
peggio, vendere senza adoperare le parole adatte al contesto tende a
farci perdere di credibilita. Bisogna essere disposti ad aprire la mente ed
entrare in quest’ottica che si, puo sembrare difficile e molto impegnativa
inizialmente (e lo €, non c’é da nasconderlo!l), ma in realta & davvero la
cosa che sta alla base, quella che pud darti un valore in pit (Camilla).

Ritengo che il metodo utilizzato sia stato molto utile e che aiuti a com-
prendere meglio la matematica mostrando i meccanismi che stanno
dietro alle formule, rendendo piti semplice lo studio, e aiutando nel ri-
passo e l'approfondimento di argomenti gia visti anche a distanza di
anni. Ho trovato inoltre interessante questo metodo perché segue un
filo logico, quindi gli argomenti gia trattati non vengono accantonati, ma
sono necessari per affrontare gli argomenti successivi (Simone).

Quando si inizia un nuovo argomento € molto piu soddisfacente arrivare
alla spiegazione della teoria ricavandola dallo svolgimento di un eserci-
Zio piuttosto che ricevere le conoscenze dal professore per poi applicar-
le. Innanzitutto perché si capisce subito come si mette in pratica quello
di nuovo che si ha imparato ma anche perché si impara ad affrontare
una difficolta e a cercare una via per uscirne (Elisa).
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|. Un percorso per la classe terza:
e scelte didattiche

Stabiliti i criteri indicati nell’Introduzione, quali scelte didattiche com-
piere e come declinarle poi in un percorso per la scuola secondaria di
secondo grado?

Ne abbiamo gia discusso per il primo biennio in [Cappello e Inno-
centi, 2022], ed e quanto intendiamo illustrare in questo capitolo per
la classe terza del Liceo scientifico e dell’opzione delle scienze appli-
cate. In sostanza descriveremo e giustificheremo un possibile percor-
S0 annuale, basandoci sulla nostra esperienza e sulle sperimentazioni
condotte in numerose classi, ma anche sulle acquisizioni della ricerca
e sulla normativa; inoltre ci confronteremo con quanto propongono i
libri di testo e, passo per passo, indicheremo i materiali che abbiamo
realizzato per lo studente a supporto delle attivita didattiche; la loro
struttura € il modo di impiegarli in classe sono descritti nell’Introduzione
del volume.

Con un’attenzione: piu che al cosa ci interesseremo al come, altri-
menti insegnare e apprendere si riduce a passare in rassegna una se-
quenza di contenuti € strumenti, senza che gli studenti possano vederli
davvero, trovarne un senso, farli propri e disporne a lungo. Si tratta
dunque di mettere in gioco la matematica e mettersi in gioco, come
abbiamo osservato in varie occasioni anche nel volume precedente.

Lo faremo, in particolare, nel secondo paragrafo, che ¢ il cuore del
capitolo. Nel paragrafo iniziale invece illustreremo le scelte didattiche
generali che sono alla base del percorso, mentre nel terzo proporremo
uno schema della nostra proposta, uno sguardo d’insieme, che riporta
sinteticamente contenuti e modalita nonché un’indicazione di massima
dei tempi. E un ulteriore strumento a cui il docente pud fare riferimento
per progettare il proprio percorso, poiché per compiere scelte efficaci e
profonde serve considerare complessivamente I'intera programmazio-
ne: spesso i singoli aspetti non sono significativi in sé, ma lo diventano o
meno in relazione a quanto si intende realizzare nell’arco del quinquen-
nio o, almeno, in un anno scolastico.
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1.1 Alcune scelte didattiche generali

Per iniziare, c’é da ripensare la programmazione della geometria
analitica, tradizionalmente centrata sullo studio delle sezioni coniche,
proposte in ogni dettaglio; ad esempio, il Piano nazionale di informatica
[MPI, 1996] entrava nello specifico e prevedeva per la classe terza:

Contenuti
Tema n. 1 — Geometria
1.a Circonferenza, ellisse, parabola, iperbole nel piano cartesiano.

Una revisione ci sembra necessaria, se non altro per fare posto ai
nuovi temi previsti dalle Indicazioni nazionali [MIUR, 2010], ma soprat-
tutto per sfrondare gli aspetti che non sono didatticamente significativi,
sia nel senso di non proporre esercizi inutili— come ad esempio determi-
nare I'’equazione della parabola dati il fuoco ed un suo punto mediante
un sistema — sia nel senso di non analizzare quattro curve quando per
apprendere il metodo della geometria analitica basta considerarne una.

Alcuni aspetti di base, come abbiamo illustrato nel volume relativo al
primo biennio, vanno esaminati gia nelle classi prima e seconda: stia-
mo parlando soprattutto del metodo delle coordinate e della retta nel
piano cartesiano. Nella classe terza la nostra idea & di seguire piu in
profondita rispetto al primo biennio I'approccio introdotto da Cartesio,
che nel classico testo [Klein, 1991, pag. 359 e 376] & sintetizzato in
questo modo:

Egli vedeva chiaramente la potenza dell’algebra e la sua superiorita ri-
spetto ai metodi greci nel fornire una metodologia pit estesa. Sottoline-
ava anche la generalita dell’algebra € il suo valore nel rendere meccanici
i ragionamenti e nel rendere minimo il lavoro necessario per risolvere i
problemi.

[...] Viceversa, interpretando geometricamente gli enunciati algebrici si
poteva consequire una comprensione intuitiva dei loro significati come
pure suggerimenti per la deduzione di nuove conclusioni.

Si tratta dunque di sfruttare da una parte la potenza e la generalita
dell’algebra, dall’altra I'espressivita e 'immediatezza della geometria.
Mediante questo approccio proponiamo di riprendere e approfondire
I'idea di equazione di una curva, esaminare a fondo la circonferenza,
fare ancora qualche cenno alla parabola, € poi esaminare una delle
altre coniche — preferiamo I'ellisse —, mettendo in luce la costruzione
dell’equazione e le proprieta focali piu che questioni legate al calcolo.
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Rimanendo nell’ambito della geometria, & bene completare la trigo-
nometria del triangolo, estendendo al generico triangolo I'esame inizia-
to nella classe seconda sui triangoli rettangoli, con gli stessi obiettivi,
ossia interpretare figure, visualizzare nello spazio... come indicato in
[Cappello e Innocenti, 2022, pag. 97]. In questo modo, tra 'altro, si fa
un po’ di geometria anche senza le coordinate.

Invece lo studio delle funzioni trigonometriche non ci sembra cosi
urgente, a meno che non serva per lo studio della fisica, e puo essere
affrontato all’inizio del quarto anno.

La scelta che consideriamo piu innovativa & introdurre la derivata gia
nella classe terza. Abbiamo provato nel corso degli anni ad anticiparne
qualche aspetto all'inizio del secondo biennio e ci siamo via via convinti
che ha senso dedicare ampio spazio al tema fin da subito, per varie
ragioni.

Una & di tipo pratico, visto che questo oggetto matematico ¢ utile
per affrontare alcune questioni che tipicamente si considerano all’inizio
del secondo biennio, quali formalizzare velocita e accelerazione in fisica
e determinare I'equazione della retta tangente alla parabola; infatti il
metodo “discriminante nullo”, che tradizionalmente si utilizza nella clas-
se terza, & poco efficiente e, anzi, pud essere fonte di misconcetti: la
retta tangente non ¢ la retta che interseca la curva in un solo punto. Lo
strumento inoltre permette di risolvere questioni altrettanto importan-
ti, in particolare i problemi di ottimizzazione, che abbiamo proposto di
esaminare fin dalla classe seconda mediante le funzioni polinomiali di
secondo grado oppure attraverso considerazioni geometriche.

Un’altra ragione € che la derivata € una nozione fondamentale in
Analisi, forse la pit importante ([Villani et al., 2012, pag. 139]), e serve
tempo affinché gli studenti la interiorizzino e la facciano propria. Tutta-
via, si puo obiettare, i ragazzi non dispongono ancora della nozione di
limite... dunque, come possono comprendere la derivata, che proprio
come limite si definisce? Una risposta viene dalla storia del pensiero
matematico: la derivata € stata impiegata almeno due secoli prima che
fosse comparsa una definizione rigorosa di limite, visto che la formula-
zione “epsilon-delta”, attualmente accettata dalla comunita dei mate-
matici, & stata proposta da Heine solo nel 1872. Pertanto, perché non
seguire questo ordine anche al liceo?

Stabilito cio, si tratta di scegliere quali aspetti considerare. Noi rite-
niamo che si debbano esaminare alcune questioni elementari di calcolo
ma che la priorita sia curare i significati, in modo che gli studenti siano
poi in grado di interpretare mediante la derivata situazioni di vario tipo,
anche in altre discipline; in particolare, cio significa riconoscere quando
nel manuale di fisica si sta parlando del tasso di variazione di una gran-
dezza e riuscire ad esprimere quello istantaneo mediante la derivata,
anche se non ¢ esplicitato nel testo. In questa prospettiva, € meglio
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riservare alle classi successive il calcolo della derivata di funzioni com-
poste, I'esame della derivabilita e il teorema di Lagrange, anche se di
solito questi contenuti vengono collocati dai libri in adozione in un unico
modulo.

Non ¢ tutto. Gi siamo accorti che proporre un percorso di questo
tipo conduce a fare algebra in modo significativo: ad esempio, si risol-
vono semplici equazioni, anche irrazionali, si studia il segno di funzioni
razionali e si lavora con i parametri; inoltre lo si fa in vista di un obiettivo
ben preciso e in un contesto motivante per gli studenti. Insomma, per
consolidare le abilita algebriche si puo sfruttare il tema della derivata e
non serve ricorrere al tradizionale ripasso di inizio anno scolastico, che
del resto non riteniamo nemmeno efficace, come chiarito in [Cappello e
Innocenti, 2022, pag. 150].

Per restare nel’lambito delle funzioni, proponiamo di esaminare a
fondo la funzione esponenziale. Cio significa, innanzitutto, compren-
dere come ¢ fatta, ricorrendo alla rappresentazione mediante la tabella
introdotta ancora nella classe prima ([Cappello e Innocenti, 2022, pag.
39)]) e leggendo su di essa la proprieta caratterizzante della funzione,
ossia la regola di spostamento che fa corrispondere a somme sulla riga
inferiore prodotti su quella superiore. Inoltre significa fare matematica
davvero, ossia occuparsi di aspetti rilevanti della disciplina, quali modelli
e stime, non solo di equazioni e disequazioni.

Le funzioni basilari di tutta la matematica sono sostanzialmente solo di
tre tipi:

- funzioni polinomiali

- funzioni esponenziali

- funzioni trigonometriche.

Piu specificamente le funzioni esponenziali intervengono nella modelliz-
zazione dei principali fenomeni di accrescimento o di decadimento, in
tutti i settori disciplinari, dalla fisica alla chimica, alla biologia, all’econo-
mia...

E quanto sostengono gli autori in [Anichini et al., 2008, pag. 57], ed
€ quanto vorremmo avessero chiaro gli studenti; non perché ¢ stato
raccontato loro, ma per averlo sperimentato in prima persona, attra-
verso attivita come quelle che illustreremo e per averne discusso con i
compagni e con il docente. Eppure i manuali riducono questi aspetti a
poche pagine, spesso slegate dal resto del capitolo e magari semplice-
mente appiccicate sulla versione precedente del testo. Come possiamo
richiedere ai ragazzi di attivarsi, se poi proponiamo loro solo equazioni e
disequazioni di cui non comprendono il senso e la portata?

Per questo la costruzione e 'esame di semplici modelli di crescita
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dovrebbe costituire il filo conduttore dell’intero percorso sull’esponen-
zZiale.

E gia molto, ma si pud pensare di completare il percorso del terzo
anno dando uno sguardo alla geometria sintetica dello spazio oppure
agli sviluppi della statistica descrittiva elementare esaminata nel primo
biennio.

Ci sono buoni motivi per esaminare il primo tema, ma quello che ci
sembra piu rilevante & che viviamo in uno spazio tridimensionale; inoltre
riflettere su cid che accade in tre dimensioni permette di comprendere
meglio il piano. Diciamo subito che il nostro obiettivo non ¢ tanto cal-
colare volumi e aree, del resto i ragazzi lo hanno gia fatto alla scuola
secondaria di primo grado, quanto sviluppare la visualizzazione spaziale
e 'abilita di interpretare figure geometriche. E il valore aggiunto rispetto
alla terza media & giustificare razionalmente le affermazioni e i risultati a
cui prima gli studenti giungevano solo per via intuitiva o sperimentale.

Ma anche rappresentare dati, elaborarli ed analizzarli sono attivita
significative e importanti per comprendere il mondo in cui viviamo. Lo
abbiamo gia osservato nel percorso relativo al primo biennio ([Cappello
e Innocenti, 2022, sez. 2.2.6]), e ora si possono arricchire gli strumen-
ti a disposizione esaminando la correlazione tra due grandezze e un
possibile modello del loro legame, la regressione lineare. | calcoli vanno
demandati al foglio elettronico; noi preferiamo discutere con gli studenti
alcune idee di base, giustificare le definizioni e ricavare le formule, e
utilizzarle per analizzare semplici situazioni reali.

Ora, se si dispone di 4 unita orarie a settimana per la disciplina ma-
tematica, come stabilisce la normativa per i Licei scientifici, ci sembra
difficile riuscire ad affrontare adeguatamente sia questo tema sia la ge-
ometria sintetica dello spazio nella classe terza; in tal caso si dovra
valutare quali aspetti discutere tra quelli proposti, considerando anche
I’'opzione di esaminare uno solo dei due argomenti.

Infine vogliamo fare una precisazione. Molte scelte didattiche che
si compiono al terzo anno dipendono dal percorso che la classe ha
svolto nel primo biennio. In particolare, se non si e lavorato a fondo con
le funzioni e i grafici, non si pud pensare di introdurre efficacemente la
derivata, e cosi, prima di affrontare diverse questioni proposte in questo
paragrafo & opportuno che gli studenti dispongano degli elementi no-
dali del nostro percorso relativo alle classi prima e seconda.
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1.2 Un percorso

1.2.1 Il meglio della geometria e dell’algebra: la geometria
analitica

E un buon punto di partenza per iniziare 'anno scolastico. Infatti la
geometria analitica & un tema meno articolato rispetto agli altri previsti
per la classe terza, permette di consolidare vari aspetti dell’algebra e
della geometria sintetica affrontati nel primo biennio e, nel contempo,
offre la possibilita di introdurre questioni nuove. Per queste ragioni, I'e-
same della geometria analitica ci sembra piu motivante ed efficace del
tradizionale “ripasso” che si effettua all’inizio dell’anno scolastico, e in
aggiunta consente di collocare quanto si affronta in un contesto unitario
e in vista di obiettivi di ampio respiro; del resto, la manutenzione delle
conoscenze e delle abilita non va imposta dall’esterno, ma dovrebbe
nascere da un’esigenza degli studenti, e non si esaurisce certo nel dare
attenzione ai soli contenuti.

Ma quale approccio seguire? Cartesio non sembra avere dubbi e nel
Discorso sul metodo (1637) scrive:

ho pensato che occorreva cercare un altro metodo matematico, un
metodo che, tenendo conto dei lati positivi delle tre [geometria, algebra,
logica], fosse esente dai loro difetti.

Seguendo il matematico francese, anche noi proponiamo di sfrut-
tare sia la potenza e la generalita dell’algebra sia I'espressivita e I'im-
mediatezza della geometria; e di passare consapevolmente da uno dei
due registri di rappresentazione all’altro, utilizzando le caratteristiche
proprie di ciascuno di essi, come raccomanda I'autorevole documento
[Accascina et al., 2006, pag. 49].

Questo non sembra essere pero il punto di vista adottato dai libri di
testo, che spesso danno rilevanza ai soli aspetti algebrici e non valoriz-
zano cosi le potenzialita didattiche offerte dal tema. Lo precisa Villani in
[ICMI, 1995]:

La geometria analitica si presuppone presenti modelli geometrici per
situazioni geometriche. Ma non appena gli studenti sono introdotti a
questi nuovi metodi, essi sono improvvisamente proiettati in un nuovo
mondo di simboli e di calcoli nel quale il collegamento fra situazioni
geometriche e i loro modelli algebrici viene meno e le interpretazioni
geometriche dei calcoli numerici sono spesso trascurate.
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Le idee fondamentali della geometria analitica

Gia nel percorso relativo alla classe prima abbiamo discusso gli
aspetti di base per operare nel piano cartesiano, integrando fin da
subito i due punti di vista — geometrico ed algebrico — e puntando a
sviluppare abilita piu che a consolidare contenuti specifici ((Cappello e
Innocenti, 2022, sezione 2.2.8]). Nella classe successiva abbiamo dato
un rapido sguardo ad alcune curve e alle loro equazioni, abbiamo esa-
minato il caso speciale della retta, fondandola sulla nozione di penden-
za ([Cappello e Innocenti, 2022, sezione 2.3.1]), e, cambiando punto di
vista, abbiamo analizzato il grafico delle funzioni polinomiali di secondo
grado nonché della funzione 17 e dei suoi trasformati mediante semplici
traslazioni e simmetrie.

Sono gia diversi aspetti, ma cid che conta &€ non limitarsi a raccon-
tarli: gli studenti dovrebbero poterli investigare e farne esperienza diret-
ta, “mettendoci le mani” attraverso opportune attivita.

Nella classe terza ci proponiamo di introdurre nuove curve e di esami-
narne piu a fondo altre, gia note ai ragazzi, ma prima & opportuno prendere
confidenza con il “nuovo” metodo, come peraltro prevedono gli Obiettivi di
apprendimento per il secondo biennio delle Indicazioni nazionali:

[...] lo studente approfondira la comprensione della specificita dei due
approcci (sintetico e analitico) allo studio della geometria.

Concretamente si pud esaminare qualche curva nel piano, ad esem-
pio la lemniscata di Bernoulli, attraverso questioni elementari, quali
I’appartenenza alla curva di punti assegnati, eventuali intersezioni con
rette, eventuali simmetrie; questioni che gli studenti possono risolvere
contando sugli strumenti di cui gia dispongono dal primo biennio. Per
formarsi un’idea piu precisa della curva e per controllare i risultati, si
puo ricorrere ad un software di geometria dinamica, tuttavia le immagini
prodotte vanno poi interpretate criticamente: dalla sola rappresentazio-
ne offerta non si pud dedurre con certezza, ad esempio, se un punto
appartiene 0 meno alla curva.

Su queste basi si pud passare a problemi piu articolati, come la
duplicazione del cubo mediante la cissoide, € ad esaminare situazioni
reali, quali il funzionamento dei microfoni a cardioide o la forma delle
camme nel motore delle automobili, anche mediante la lettura [Brandi
e Salvadori, 2004, sezione 4.2] o attraverso simulazioni disponibili in
rete®. Sono questioni che, assieme a quelle indicate prima, proponiamo

® I funzionamento delle camme & simulato, ad esempio, ai due indirizz:
https://it.wikipedia.org/wiki/Albero_a_camme#/media/File:Nockenwelle_ani.gif,
https://it.wikipedia.org/wiki/Motore#/media/File:4-Stroke-Engine.gif .
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nei fogli di attivita 7 e 2 oppure nel foglio di attivita 7 e 2 compatto, una
versione semplificata, magari piu adatta alla classe.

A questo punto gli studenti dovrebbero essere pronti per apprezza-
re una sistemazione generale dell’idea fondamentale della geometria
analitica, cioe, fissato un sistema di coordinate cartesiane, ¢’e una cor-
rispondenza tra curve del piano ed equazioni in due incognite, che si
precisa in questo modo: un punto appartiene alla curva se e solo se le
sue coordinate sono soluzione dell’equazione.

Ma vale anche la pena approfondire il contesto storico e culturale
in cui € nata la geometria analitica, per comprendere come il suo svi-
luppo, e piu in generale quello della matematica, sia fortemente legato
alle altre attivita umane; il “nuovo metodo” € infatti conseguenza, oltre
che dello sviluppo delle scienze, del contesto economico e sociale del
diciassettesimo secolo, in particolare delle necessita della navigazione
e degli interessi militari. Lo chiarisce la lettura [Alexandrov et al., 2000,
da pag. 220 a 224].

Una curva notevole: la circonferenza

Gli strumenti generali sviluppati dovrebbero permettere agli studenti
di investigare, consapevolmente e con una certa autonomia, la circon-
ferenza. La curva ¢ trattata in dettaglio nei libri di testo, forse troppo,
visto che i manuali spesso si preoccupano di fornire formule specifiche
per ogni situazione, dalle coordinate del centro in funzione dei coef-
ficienti dell’equazione alla “formula di sdoppiamento” che riguarda la
retta tangente in un suo punto. Ma sono proprio indispensabili? E quali
tra esse si dovrebbero memorizzare?

Nessuna, a nostro awiso. Piuttosto lo studente dovrebbe ricavare
volta per volta cio che gli serve nella situazione che sta esaminando, e
dovrebbe saperlo fare anche dopo la verifica sommativa, fino alla classe
quinta e all’'universita.

Questo &, in sostanza, I'approccio che proponiamo. Vediamo ora
come si puo declinare per affrontare alcune questioni di base.

e Costruire I'equazione della circonferenza a partire dalla sua definizio-
ne sintetica, ossia noti il centro e il raggio.
Naturalmente si tratta di ricorrere alla formula della distanza tra due
punti e dunque, in ultima analisi, al teorema di Pitagora. E bene che
lo studente sia consapevole di questo fatto €, di conseguenza, non
si riduca a sostituire i valori assegnati in una formula che non sa
interpretare.
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e Disegnare la circonferenza data I'equazione.

Se 'equazione non e gia scritta nella forma (x—x,? + (v - y,? = r?, la riscri-
veremo in questo modo utilizzando il completamento dei quadrati,
che ¢é gia stato introdotto nel primo biennio per risolvere le equazioni
di secondo grado. Le coordinate del centro e il raggio si possono
allora leggere direttamente dalla nuova equazione, interpretando il
primo membro come il quadrato della distanza del generico punto
della curva da un punto fisso. Proprio per la sua espressivita, questa
e la forma in cui di norma considereremo I'equazione della circon-
ferenza.

A questo proposito, non possiamo non citare un quesito assegnato
alla prova di ingresso ai corsi di laurea in matematica, fisica, informa-
tica e ingegneria dell'informazione dell’Universita di Trento, nell’aprile
2016:

E data la curva di equazione (x—5f + (y + 1 = 3.
Sia P, b) il punto di tale curva che ha ordinata b massima, allora b vale. ..

Solo il 42% dei 725 partecipanti ha fornito la risposta correttal Sem-
bra incredibile, visto che nella scuola secondaria di secondo grado
tradizionalmente si riserva molto spazio alla geometria analitica e
alle coniche. Come si spiega allora un esito cosi negativo? Secondo
noi, diversi studenti, invece di rispondere deducendo il raggio € le
coordinate del centro direttamente dall’equazione fornita nel testo,
hanno pensato di dover ricorrere ad una qualche formula, che perd
non ricordavano; non & certo questo che vogliamo come docenti.

e Determinare I'equazione della circonferenza passante per tre punti.

Seguendo I'approccio generale alla geometria analitica proposto da
Cartesio, si puo ricorrere alle proprieta sintetiche della circonferenza
e ricavare il centro come intersezione di due assi del triangolo che
ha come vertici i punti dati. Cio consente di organizzare in passi
elementari il procedimento risolutivo e controllare ciascuno di essi
sul disegno.
D’altro canto, saper risolvere sistemi di 3 equazioni in 3 incognite e
un’abilita indispensabile, percio € utile considerare anche I'approc-
cio algebrico alla questione, richiamando le procedure gia impiegate
nella classe seconda per determinare I’equazione della parabola che
passa per tre punti assegnati.

e Scrivere I'equazione di rette tangenti alla circonferenza.
[ libri di testo propongono spesso I'approccio che indichiamo con la
locuzione “discriminante = 0”, e che consiste nello scrivere I'equa-
zione della generica retta per un punto ed imporre che abbia una
sola soluzione il sistema formato con I'equazione della circonferen-
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za. E una strategia analoga a quella proposta storicamente da Car-
tesio, ma che é stata presto sostituita da procedimenti piu efficaci e
generali, come il docente pud approfondire in [Giusti, 2007, da pag.
25 a 32].

Per chiarire la nostra posizione sul tema distinguiamo due casi. Se
il punto P dal quale si conduce la tangente appartiene alla circonfe-
renza, la questione € irrinunciabile: la retta tangente ¢ la retta per P
la cui pendenza e I'opposto del reciproco della pendenza del raggio
passante per P. Se invece il punto € esterno, si puo ricorrere alla
derivata; percio, in tal caso, il problema si potra risolvere solo piu
avanti... ma & davvero cosi rilevante al liceo?

Ulteriori questioni significative sono quelle in cui sono determinanti gli
aspetti geometrici, come scrivere I'equazione della circonferenza, note
I'equazione della retta tangente in un suo punto assegnato e I'equazio-
ne di una retta su cui si trova il centro. Ma ci sembra importante anche
calcolare I'area di sottoinsiemi del piano definiti mediante disequazioni,
o ricorrere al software GeoGebra per ricavare I'equazione della circon-
ferenza date opportune condizioni, visto che tale ambiente permette di
visualizzare contemporaneamente la rappresentazione grafica e quella
algebrica, proprio nello spirito della geometria analitica.

Per il consolidamento invece si puo fare riferimento al foglio di attivita
3 e al libro di testo, pur di scegliere opportunamente cosa proporre ai
ragazzi, secondo quanto abbiamo appena osservato. Invece un esem-
pio di verifica sommativa € verifica 7, che mostreremo nel paragrafo 3.1
assieme a tutte le prove citate nei primi due capitoli.

1.2.2 Uno sguardo alle coniche

Le sezioni coniche saranno studiate sia da un punto di vista sintetico
che analitico.

Lo dicono le Indicazioni nazionali negli Obiettivi specifici di apprendi-
mento per il secondo biennio ed € quanto ci proponiamo di fare anche
NOi.

In realta, nel percorso abbiamo gia esaminato vari aspetti che le ri-
guardano, anche se magari solo dal punto di vista delle funzioni. Infatti,
come ricordato nella sezione precedente, gia nel primo biennio abbia-
mo investigato le funzioni polinomiali di secondo grado (in particolare, il
grafico e il significato geometrico dei coefficienti, I'ascissa del punto di
massimo 0 minimo) e abbiamo determinato I'equazione della parabola
che passa per tre punti e le sue intersezioni con rette. Inoltre abbiamo
considerato l'iperbole come grafico della funzione 17 e, piu in generale,

come grafico di una funzione della forma a + X 1 B dove a, b sono co-
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stanti. In aggiunta, abbiamo previsto lo studio della circonferenza pro-
prio all'inizio della classe terza.

Cosa ha senso aggiungere a questo elenco?

Non molto, visto che ormai, grazie allo studio della circonferenza,
gli studenti dovrebbero aver preso confidenza con il “hnuovo metodo”.
Ed e proprio questo il punto: non serve che i ragazzi conoscano ogni
aspetto di ogni tipo di conica, I'importante € che abbiano compreso a
fondo I'approccio caratteristico della geometria analitica, lo sappiano
utilizzare consapevolmente in situazioni non troppo articolate, e riesca-
no ad impiegarlo anche piu avanti nel percorso. Del resto le Indicazioni
nazionali, pur prevedendo tali curve, non nominano esplicitamente al-
cun tipo di conica.

In definitiva, ci sembra sia sufficiente discutere alcuni aspetti dell’el-
lisse, soprattutto poiché questa curva ¢ rilevante nella descrizione di
fenomeni naturali e poiché generalizza la circonferenza. Al piu si pud
proporre qualche approfondimento sulla parabola, ma studiare I'iper-
bole nel piano cartesiano aggiungerebbe davvero poco.

Prima in generale

Prima di esaminare le singole curve che abbiamo indicato, & op-
portuno dare uno sguardo complessivo alle coniche, ad iniziare dalle
Situazioni di varia natura in cui intervengono. Alcune sono proposte nel-
la dispensa Coniche: motivazioni: si tratta delle orbite dei satelliti della
Terra, del Colosseo di Roma, del Golden Gate Bridge di San Francisco,
delle antenne paraboliche e delle volte ellissoidali. Tali situazioni si pos-
sono discutere in modo interdisciplinare oppure si possono condensare
in domande a cui si rispondera compiutamente solo in seguito, dopo
aver introdotto gli strumenti matematici per farlo; ad esempio:

Perché la lampadina che si utilizza nei fari delle automobili, pur aven-
do dimensioni ridotte, riesce ad illuminare la strada?

Non é tutto. Come awviene per diversi oggetti matematici, € signifi-
cativo seguire I'’evoluzione dello studio delle coniche nella storia: intro-
dotte dai Greci per rispondere a problemi di carattere speculativo, ad
esempio la duplicazione del cubo*, queste curve sono state riscoperte
nel '600 per modellizzare osservazioni della natura, quali le orbite dei
pianeti o il moto dei proiettili. Dungque, pur essendo nate per altri scopi,
hanno permesso piu avanti di risolvere problemi pratici di enorme rile-

4 Risolti, anche se non in senso classico, mediante due parabole o una parabola e
un’iperbole.
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vanza culturale ed economica. Se ne parla nella lettura Le coniche nella
storia, che fa riferimento ai due testi [Odifreddi, 2010] e [Pappas, 1995].

Il passo successivo € interpretare le coniche come sezioni. Meglio
se gli studenti sono condotti per gradi ad investigarle in prima perso-
na, sezionando coni di polistirolo ed esplorando dinamicamente le in-
tersezioni mediante il software GeoGebra 3D, oppure orientando una
torcia elettrica verso una parete, come descritto nell’attivita Sezioni con
il file SezioniConiche.ggb®. Dunque ricorrendo all’oggetto e all’azione,
secondo le modalita precisate dalla Castelnuovo nelle conclusioni del
suo contributo [Castelnuovo 1965]:

E necessario ricorrere all’'oggetto e all’azione se si vuole che I'insegna-
mento della geometria intuitiva abbia un carattere costruttivo e sia quin-
diformativo [...]. Oggetto e azione che non devono seguire uno schema
prestabilito, ma lasciarsi ispirare ogni volta dalle esigenze della classe
che l'insegnante avra la sensibilita di saper cogliere [...]. | mezzi pratici
per la realizzazione delle esperienze non hanno nessuna importanza: si
trattera di un modello, di un dispositivo, di un’esperienza realizzata con
l'aiuto di un materiale o solamente immaginata, delle variazioni di una
luce o del mutarsi di un’ombra. Ed é proprio forse questa liberta di ide-
are e di interpretare, ugualmente alla portata del maestro e dell’allievo,
che costituisce una delle caratteristiche del metodo costruttivo.

Nella nostra attivita ¢’e spazio anche per due approfondimenti. Uno
riguarda la relazione che si puo riconoscere tra i tre tipi di coniche non
degeneri e le figure retoriche ellissi, iperbole e parabola; relazione esa-
minata in [Odifreddi, 2010, pag. 199]. L'altro approfondimento, invece,
e relativo alle sezioni di un cubo e propone agli studenti di confrontare
le proprie esplorazioni con un video® di Gattegno, datato ma di grande
valore didattico, in un lavoro che potra essere ripreso piu avanti nel
contesto della geometria dello spazio.

Poi mettiamo a fuoco I’ellisse

Il punto di partenza e caratterizzare I'ellisse come luogo geometrico,
e di qui costruirla come indicato nell’attivita Costruzione dell’ellisse con
il file CostruzioneFEllisse.ggb, ossia prima mediante una cordicella — che
rappresenta la somma di ciascuna coppia di segmenti condotti da ogni
punto della curva ai fuochi; dunque la sua lunghezza € una costante
dell’ellisse —, poi con GeoGebra oppure piegando la carta. Naturalmen-

® Realizzato da Giancarlo Dorigotti e Michele Avancini.
5 https://www.youtube.com/watch?time_continue=18&v=Rc8X1_1901Q
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te gli studenti dovranno giustificare le varie costruzioni e discuterle con
i compagni e il docente.

Gli elementi che servono per ricavare I'equazione dell’ellisse ci sono
tutti, ma prima preferiamo investigare per via sintetica le simmetrie della
curva e le relazioni tra i parametri semidistanza focale e lunghezza dei
semiassi. Precisamente, se si considera uno dei due punti dell’ellisse
che appartengono all’asse maggiore, si ricava presto che la somma
delle distanze dai fuochi € uguale alla lunghezza dell’asse maggiore;
invece, applicando il teorema di Pitagora al triangolo che ha come ver-
tici il centro dell’ellisse, un fuoco e uno dei due punti della curva che si
trovano sull’asse minore, si ottiene un’uguaglianza che lega la semidi-
stanza focale alle lunghezze dei due semiassi.

Come si vede, si tratta ancora una volta di “mettere le mani” sulla
curva invece di limitarsi a manipolare algebricamente la sua equazione,
come propongono spesso i libri di testo; si tratta di comprendere le
ragioni e controllare i procedimenti, senza fermarsi ai risultati; si tratta di
andare in profondita e di farlo con passione. Tuttavia non vorremmo es-
sere fraintesi: interpretare I’equazione di una curva € una competenza
importante e va sviluppata; stiamo solo dicendo che questo non deve
essere 'unico approccio di cui dispongono gli studenti per ricavare in-
formazioni su tale oggetto matematico.

Precisato cio, costruire I'equazione dell’ellisse in situazioni elemen-
tari € formativo ed & una significativa applicazione degli strumenti gene-
rali introdotti nel blocco relativo alle curve nel piano cartesiano e appro-
fonditi con lo studio della circonferenza.

’eccentricita e la sua relazione con la forma dell’ellisse sono ulteriori
proprieta geometriche da esaminare, a differenza di altri aspetti delle
coniche a cui tradizionalmente si riserva un’importanza eccessiva. Lo
sostiene anche la commissione UMI-CIIM nel documento [UMI, 2014]
in cui analizza la programmazione annuale alla luce delle Indicazioni
nazionali:

Si consiglia in ogni caso di privilegiare I'obiettivo di far acquisire agli stu-
denti la conoscenza delle coniche e il significato geometrico delle loro
principali caratteristiche quali, per esempio, le simmetrie e I'eccentricita
[...]. Si sconsiglia di insistere su problemi troppo laboriosi riguardanti
posizioni reciproche di intersezioni o di tangenza tra coniche e tra coni-
che e rette.

Tornando all’eccentricita, ci si pud formare un’idea del suo legame
con lo “schiacciamento” della conica mediante I'attivita descritta nel file
Eccentricita.ggb, e lo si pud giustificare algebricamente esprimendola
in funzione delle lunghezze dei semiassi. Cid conduce ad interpretare
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I'ellisse come dilatazione della circonferenza e, di conseguenza, ad in-
tuire la formula che fornisce I'area del sottoinsieme del piano delimitato
dalla curva, magari osservando dapprima come viene trasformata I'a-
rea di un quadrato.

Resta da esaminare la proprieta focale di riflessione e lo si pu0 fare
mediante I'attivita Proprieta Focale, investigando il biliardo ellittico e le
volte ellissoidali, attraverso disegni su carta, esplorazioni con il softwa-
re (PropFocaleEllisse.ggb) e, se si riesce, con prove su biliardi ellittici
materiali. In questo contesto, come in altri analoghi, gli studenti fanno
qualche tentativo, riflettono su quanto avviene, formalizzano le proprie
congetture e le giustificano; e, nel contempo, vengono invitati ad ascol-
tare attentamente le argomentazioni dei compagni e a cercare di com-
prenderle.

Fin qui abbiamo guardato all’ellisse e alla circonferenza dal punto
di vista della geometria analitica. Tuttavia porzioni di queste curve si
possono interpretare anche come grafici di funzioni — I'esempio tipico &
\r = x? — e si possono cosi impiegare per risolvere semplici disequazioni
irrazionali mediante I'approccio generale sviluppato nel primo biennio e
descritto in [Cappello e Innocenti, 2022, sez. 2.3.2].

Anzi, perché non cogliere I'occasione per discutere la risoluzione per
via algebrica di semplici equazioni irrazionali? In molti casi, e sono quelli
che meritano di essere considerati nella scuola secondaria, € sufficiente
elevare al quadrato o al cubo entrambi i membri e verificare (quando si
eleva alla seconda) se le soluzioni della nuova equazione sono soluzioni
dell’equazione iniziale, sostituendole in quest’ultima; non serve dunque
determinare a priori I'insieme di definizione dell’equazione.

E la parabola?

L'abbiamo gia esaminata come grafico della funzione polinomiale
di secondo grado, €, in questi termini, sara presto approfondita nel
percorso relativo alla derivata. Non ci sembra strettamente necessario
discutere ulteriori aspetti, tuttavia pud aver senso affrontare qualche
questione geometrica allo scopo di consolidare I'approccio caratteristi-
co della geometria analitica e sviluppare abilita fondamentali, quali in-
terpretare figure nel piano e passare da un registro di rappresentazione
all’altro, in particolare da quello grafico a quello algebrico e viceversa.

Approfondimento. Cosi si pud decidere di caratterizzare la curva come
luogo geometrico, costruirla mediante il software o la piegatura della carta
(attivita Costruzione della parabola e file CostruzioneParabola.ggb) e scri-
verne I'equazione. Ma si pud anche investigare la proprieta focale di ri-
flessione, magari in laboratorio, in collaborazione con il docente di fisica,
utilizzando due specchi parabolici allineati e posizionando nel fuoco di uno

38


https://drive.google.com/file/d/1Oj-ypKlKd3GjKh6shFm965eAtX61k-VI/view
https://drive.google.com/file/d/1XgXtoGUk0kiQ8qxredk215m6892oBr0D/view
https://drive.google.com/file/d/1jVoRb3kSA5CM_EK-cLPkCzcWPXxMrqiz/view
https://drive.google.com/file/d/1ev6TL2Qd1wPox6j5hg-QMY8NhBjabBf1/view

dei due una lampadina e nel fuoco dell’altro la capocchia di un fiammifero;
I'analisi della questione si pud poi ampliare discutendo la leggenda degli
specchi ustori di Archimede”.

1.2.3 Completare la trigonometria del triangolo

Nel percorso relativo alla classe seconda abbiamo definito seno, co-
seno e tangente nel triangolo rettangolo e abbiamo esaminato anche il
problema inverso, ossia determinare I'ampiezza dell’angolo a partire da
uno di questi tre rapporti ([Cappello e Innocenti, 2022, sezione 2.3.6)).

Ora ci proponiamo di affinare tali strumenti e di integrarli con altri che
consentano di operare su un triangolo qualsiasi, anche se, prima che ai
contenuti, siamo interessati a consolidare abilita di base, in particolare
I'interpretazione di figure geometriche e la visualizzazione nel piano e
nello spazio.

Per iniziare si puo precisare cosa si intende per misura di un angolo
in radianti. Non & strettamente necessario farlo in questo contesto —
diventa invece opportuno quando si considerano gli aspetti funzionali,
come vedremo nel paragrafo 2.2.1 —, ma ci sembra comungue un buon
momento per discutere la questione, anche perché pud servire per la
fisica.

E utile poi riprendere alcuni fatti e alcuni risultati che gli studenti
dovrebbero aver incontrato, almeno in parte, nel primo biennio, e or-
ganizzarli in modo piu sistematico: si tratta dei valori di seno, cose-
no, tangente per angoli di ampiezza 1, %, % delle due uguaglianze
di base che esprimono il legame tra seno, coseno e tangente, ossia
sin?a + cos?o = 1 € SN _ tan ¢, della relazione tra la tangente goniome-
trica e la pendenza della retta, e della formula che fornisce I'area di un
triangolo in funzione delle lunghezze di due lati e dell’ampiezza dell’an-
golo compreso.

Oltre a tali aspetti di base & interessante approfondire il significato
di latitudine e di longitudine nonché di meridiano e di parallelo, magari
mediante i file GeoGebra Latitudine.ggb, Longitudine.ggb, MeridianiPa-

7 Un significativo riferimento & il testo di Carlo Zamparelli, che ci & stato segnalato
da Roberto Pignatelli, in cui si indaga se Archimede avesse effettivamente utiliz-
zato gli specchi ustori per bruciare le navi romane durante 'assedio di Siracusa
nel 212 a.C., ma anche se ¢ possibile bruciare una nave di legno nel modo indi-
cato dalla leggenda mediante la tecnologia disponibile all’epoca.
https://www.gses.it/pub/specchii.pdf; https://www.gses.it/pub/specchi2.pdf.
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ralleli.ggb®, che facilitano la visualizzazione spaziale e contribuiscono a
svilupparla.

A questo punto si pu0 allargare I'orizzonte e passare ad esaminare
triangoli anche non rettangoli.

Consigliamo di uscire all’aperto e provare a determinare la distanza
tra due oggetti separati da un ostacolo che non permette di effettuare la
misura lungo il segmento che li congiunge, ma ai quali si pud accedere
a partire da uno stesso punto, da cui si vedono entrambi. Come nelle
esperienze di misura proposte per il primo biennio, i ragazzi si organiz-
zano in gruppi, riflettono su quali misure possono effettuare tenendo
conto degli ostacoli, schematizzano la situazione su carta e cercano di
risolvere il problema. E bene lasciarli provare liberamente per un po’ e,
piuttosto, invitarli a confrontarsi tra di loro; poi, se serve, si pud sugge-
rire di fissare un punto particolare, che abbia le caratteristiche indicate
prima. Resta cosi definito un triangolo che si pud suddividere in due
opportuni triangoli rettangoli, nei quali applicare i risultati noti dal primo
biennio.

Ecco dunque il teorema del coseno o di Carnot. In questo contesto
e il risultato piu significativo sui triangoli qualsiasi, ma cid che conta
e che e stato ricavato dagli studenti, in un contesto reale e sfidante,
esplorando in prima persona ed arrivando a produrre una dimostrazio-
ne; in sintesi, facendo matematica davvero.

Di questo e degli altri risultati indicati, normalmente gli studenti si
appropriano in breve tempo; semmai mostrano difficolta nel disporne
a lungo, fino alla classe quinta, e per questo serve discutere con loro
come riconoscere quando & opportuno impiegarli e come si possono
ricostruire quando servono, in continuita con il lavoro svolto in altri seg-
menti del percorso, ad esempio nell’ambito della geometria analitica.
Tralasciando magari altri contenuti, come il teorema dei seni; ma ne
vale la pena.

In ogni caso, gli strumenti introdotti permettono di affrontare que-
stioni un po’ piu articolate rispetto a quelle discusse nel primo biennio,
come quelle che abbiamo raccolto nei fogli di attivita 4 e 5; un riferimen-
to teorico & invece la dispensa Trigonometria del triangolo.

A conclusione di questa parte si pud poi proporre una verifica che
riguarda anche le sezioni coniche; un esempio significativo & verifica 2.

8 Realizzati da Michele Avancini.
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1.2.4 Anticipare la derivata

Perché?
Ossia per quali ragioni introdurre la derivata nella classe terza?

La derivata serve per affrontare alcune questioni che tipicamente si
esaminano all’inizio del secondo biennio, quali determinare I'equazione
della retta tangente ad una parabola, esprimere e studiare velocita e
accelerazione in fisica... Peraltro &€ uno strumento che consente di ri-
solvere vari problemi di ottimizzazione e dunque di proseguire ed esten-
dere il lavoro iniziato ancora nella classe seconda mediante le funzioni
polinomiali di secondo grado ([Cappello € Innocenti, 2022, pag. 81]).

Un’altra ragione € che la derivata € una nozione fondamentale dell’a-
nalisi, pertanto & opportuno introdurla “presto”, in modo che gli studenti
abbiano tempo per interiorizzarla e farla propria prima di affrontare que-
stioni piu delicate; altrimenti il rischio € che si accontentino (e noi do-
centi con loro) di svolgere correttamente i calcoli e di impiegarla solo se
qualcuno dice loro di farlo, ma non sappiano decidere autonomamente
quando cio e utile. Ad esempio, dovrebbero riconoscere dal contesto
quando si sta parlando del tasso di variazione istantaneo di una gran-
dezza, anche su un libro di fisica o di un’altra disciplina, dovrebbero
saperlo interpretare come derivata e utilizzarlo per ricavare informazioni
di vario tipo.

Tuttavia ci si pud chiedere se abbia senso introdurre la derivata
quando i ragazzi non dispongono ancora di una nozione precisa di limi-
te. Per rispondere si pud osservare innanzitutto che la derivata é stata
impiegata in vari ambiti a partire diciassettesimo secolo, anche se non
era ancora stata formulata una definizione rigorosa di limite; infatti la
formalizzazione “epsilon-delta”, attualmente accettata dalla comunita
dei matematici, & stata proposta solo nel 1872 da Heine e la versione
mediante gli intorni addirittura nel 1922 ([Boyer, 1990, pag. 645]). La
questione e approfondita in [Villani et al., 2012] a pag. 121 € nel capitolo
16, il cui titolo sembra riprendere proprio la nostra domanda: Come €
possibile che molti fondamentali risultati in Analisi precedano una defi-
nizione rigorosa di limite, di derivata o di integrale?

Anche nell’autorevole testo [Accascina et al., 2006, pag. 79] si so-
stiene che i limiti non costituiscono un prerequisito del calcolo differen-
Ziale:

A questo stadio [...] non si ritiene strettamente necessario richiedere
una definizione rigorosa di limite. Si ritiene sufficiente che lo studente
conosca alcune proprieta dei limiti, come la linearita e la monotonia, e
sappia utilizzarle in semplici situazioni. Tali proprieta non sono pero indi-
cate come prerequisiti e si ritiene che sia sufficiente introdurle, illustrarle
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e giustificarle, almeno in qualche forma semplice, mentre si sviluppa la
derivata.

Cosa?
Chiarite le ragioni, resta da decidere quali aspetti esaminare e in
quale ordine farlo.

Per quanto appena osservato, il punto d’arrivo del nostro percorso
sulla derivata nella classe terza e determinare I'equazione delle rette
tangenti al grafico di una funzione e risolvere semplici problemi di otti-
mizzazione.

Ora, nell’introdurre un nuovo oggetto matematico, si dovrebbero
prima costruire alcuni significati, € solo in un secondo momento ci si
dovrebbe preoccupare della formalizzazione e del calcolo. Anzi, nel
caso della derivata, riteniamo che questi ultimi aspetti vadano discussi
solo in parte nella classe terza: la derivabilita, la derivata delle funzioni
composte e i teoremi classici sulle derivate — come il teorema di La-
grange —, sono piu delicati e richiedono una certa maturita per essere
compresi a fondo, percio preferiamo affrontarli nelle classi successive.

Questo schema & dunque diverso da quello dei libri di testo, che
invece si preoccupano fin dall’inizio di approfondire nel dettaglio la deri-
vabilita delle funzioni, di esaurire in un unico blocco il calcolo, compresa
la derivata delle funzioni composte, e di anticipare i teoremi classici cosi
da avere gli strumenti per dimostrare la relazione tra 'andamento della
funzione e la derivata. Insomma, fanno prevalere I'esigenza di organiz-
zare deduttivamente i contenuti in un ordine logico impeccabile, anche
se questo ordine non rispecchia i bisogni reali degli studenti, favorisce
I’'addestramento e ostacola I'apprendimento. Il rischio € dunque che gl
studenti sappiano calcolare la derivata ma non ne dispongano come
oggetto matematico, ad esempio non la sappiano interpretare come
tasso di variazione in un dato contesto; se ne parla in [Bressoud et
al. 2016, pag. 10 e 11], che riporta le principali difficolta mostrate dai
ragazzi.

Quanto?
Cioe, quali aspetti affrontare della nostra proposta, a seconda del
tempo che si intende dedicare al tema?

Precisiamo subito che non & sempre ragionevole anticipare la deri-
vata alla classe terza. Infatti prima € opportuno che gli studenti abbiano
esaminato gli aspetti significativi del percorso relativo al primo biennio e,
in particolare, sappiano operare a livello elementare, ma con sicurezza,
con le funzioni e i grafici; riteniamo poi prioritari gli altri temi che abbia-
MO previsto per la classe terza, ossia la geometria analitica e la funzione
esponenziale.
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Inoltre la nostra proposta € ricca €, nella sua versione completa,
richiede un mese e mezzo/due di lezione; € senza dubbio un buon in-
vestimento, ma, se non si dispone di questo tempo oppure se la classe
e fragile, si dovranno operare delle scelte e concentrare |'attenzione
sulle questioni nodali. Le evidenzieremo nella descrizione del percorso;
in particolare, le formule di derivazione del prodotto e del quoziente e
I'uso della derivata per tracciare il grafico di una funzione si possono
posticipare alla classe quarta; addirittura si pud decidere di affrontare
solo il problema delle tangenti, anche se in questo caso si snatura un
po’ il percorso.

Dai problemi di ottimizzazione...

Come motivare lo studio della derivata ai ragazzi? Noi preferiamo
partire da lontano, dai problemi di ottimizzazione. Per risolverli, osser-
veremo innanzitutto che & utile ricorrere alla pendenza del grafico della
funzione da ottimizzare; e nell’esaminarla ci accorgeremo che si pud
esprimere come limite, un limite che interviene in diversi contesti e che,
pertanto, ha senso studiare e indicare con un nome specifico.

In sostanza, prevediamo dunque tre passi intermedi: ottimizzazione,
pendenza della retta tangente e limite; tuttavia ciascuno di essi costitui-
sce di per s€ una motivazione significativa e, percio, pud essere assun-
to come inizio del percorso.

Abbiamo gia discusso alcuni problemi di massimo e minimo nel-
la classe seconda; si trattava di problemi risolubili mediante strumenti
elementari, quali I'esame del grafico della funzione polinomiale di se-
condo grado o considerazioni geometriche, e sono questi che inten-
diamo richiamare brevemente nella classe terza, in modo da radicare
con continuita le nuove conoscenze su quelle pregresse. L approccio &
quello che la Sfard indica come continuita del discorso e che considera
uno dei principi fondamentali nel processo di apprendimento e insegna-
mento, come chiarisce in [Sfard, 2009, pag. 294]:

Introdurre un nuovo discorso trasformandone uno gia esistente e sicu-
ramente pit efficace che cercare di costruirne uno ex novo. Pit specifi-
camente sembra che la via pit sicura per arrivare a nuove esplorazioni
sia quella di presentarle come (possibili) miglioramenti di atti familiari.

A questo punto I'idea € di proporre un problema che gli studenti non
sappiano risolvere mediante gli strumenti matematici di cui dispongono.

Un’azienda intende produrre barattoli cilindrici di lamiera che con-

tengano 1 litro di passata di pomodoro. Qual e la minima quantita di
materiale necessaria per realizzare il barattolo?
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Naturalmente & solo un esempio, tra altri che si prestano allo scopo.
E un quesito classico, assegnato pil volte in versioni analoghe nella
seconda prova del’Esame di stato. Si tratta, in sostanza, di minimiz-
zare la superficie totale del cilindro di volume assegnato V, ma que-
sta riformulazione del problema non & scontata e va discussa assieme
ai ragazzi; € un’occasione per sperimentare che costruire un modello
comporta prendere decisioni, anche se nel nostro caso non sono Poi
molte, e certamente meno di quelle esaminate in [Adams, 2004, pag.
187] relativamente ad una versione piu generale del problema.

Precisata la questione, gli studenti esplorano la situazione, proget-
tano alcuni cilindri del tipo richiesto e, perché no, li realizzano, come
indicato in [Anzellotti, Cappello, Innocenti, 2005], e arrivano a schema-
tizzare il problema mediante la funzione A() = 2nr2 + 2% Tuttavia non
sono ancora in grado di calcolare il punto di minimo. Come fare allora”?

Per iniziare, si puo tracciare con un software il grafico della funzione
Al(n). Laspetto piu delicato é collegare questa rappresentazione ai cilin-
driin esame ed ¢ cruciale farlo per mantenere il controllo semantico sul
procedimento di ottimizzazione: per questo abbiamo realizzato I'attivita
descritta nel file Barattolo.ggb, che permette di visualizzare dinamica-
mente entrambi i punti di vista e sperimentare la loro stretta corrispon-
denza.

Osservando il grafico e ragionando assieme al docente, i ragazzi
possono pensare di risolvere il problema ricorrendo alla pendenza della
retta tangente: il punto di minimo si ottiene quando la retta € orizzonta-
le, almeno in questo caso®. Percio il passo successivo sara approfondi-
re cosa sia e come si possa determinare la retta tangente al grafico di
una funzione in un suo punto.

... alla retta tangente. Il concetto

Per iniziare a comprenderlo, gli studenti possono provare a tracciare
con matita e righello la retta tangente in un punto assegnato ad alcuni
grafici rappresentati su un foglio; in questa fase faranno riferimento alla
propria idea di retta tangente e, cosa fondamentale, cercheranno di
precisarla, descrivendo la costruzione nel linguaggio naturale. Proba-
bilmente emergera che per una parte di loro e la retta che interseca

¢ La relazione tra punti in cui la tangente al grafico € orizzontale e punti di massi-
mo (minimo) merita attenzione e va approfondita in classe, anche se magari piu
avanti nel percorso. In particolare non deve essere ridotta ad immagini prototi-
piche: ad esempio, il massimo puo essere assunto anche in un punto del bordo
dell’insieme di definizione, non solo in un punto interno, e in questo caso la retta
tangente non & necessariamente orizzontale.
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la curva in un unico punto; € un noto misconcetto che va superato
discutendone con i ragazzi e chiedendo loro di produrre opportuni con-
troesempi.

Con cid non vogliamo certo demonizzare i misconcetti, anzi. E
per chiarirlo, prima di proseguire, partiamo da alcune considerazioni
espresse in [Sfard, 2009, pag. 42 e pag. 308]:

Ci troviamo davanti ad una misconcezione ogni volta che un allievo uti-
lizza un certo concetto, ammettiamo una funzione, in un modo che,
benché sistematico e invariante attraverso i contesti, differisce dal
modo in cui lo stesso concetto e adoperato dagli esperti.

Come possiamo spiegare il fatto che alcuni di questi errori siano con-
divisi da moltissimi bambini in tutto il mondo? Cosa ancora piti scon-
certante, come mai le “misconcezioni” degli scolari sono spesso molto
simili a quelle degli scienziati o dei matematici che per primi hanno pen-
sato i concetti in questione?

Quest’ultima osservazione porta a ritenere che i misconcetti non
vadano considerati come errori veri e propri, € la ragione e che essi
sembrano connaturati al comprendere, come chiarisce anche la Zan in
[Zan, 2007, pag. 76]:

Le contestazioni pit recenti all’uso del termine ‘misconcetto’ sono ba-
sate sul rifiuto della connotazione negativa considerata implicita nel
prefisso ‘mis’ ma anche sulla messa in discussione della possibilita di
parlare di ‘correttezza’ (e quindi di scorrettezza) in termini assoluti. Se-
condo un punto di vista condiviso da molti ricercatori [...] i misconcetti
Sono infatti considerati un momento necessario nel passaggio da un
certo livello di conoscenza ad uno superiore, in quanto I'apprendimento
richiede continuamente una ricostruzione cognitiva che implica un pe-
riodo di conflitto e confusione.

Tornando al nostro percorso, se non ¢ la retta che interseca la curva
in un solo punto, qual ¢ il significato di retta tangente?

L'idea, ricorrendo anche allo zoom su grafici come quello proposto
nel file TanSignificato.ggb, € di condurre i ragazzi ad osservare che &
una retta che approssima la curva vicino ad un suo punto; e fin qui non
dovrebbero esserci particolari difficolta. Piu delicata & invece I'ulteriore
precisazione che, tra le rette che passano per il punto, la tangente &
quella che approssima meglio la curva, poiché gli studenti potrebbero
pensare che ci siano piu rette che approssimano localmente la curva
meglio delle altre. Noi docenti sappiamo perod che esiste un’unica retta
che ha la proprieta richiesta e che cio si pud esprimere rigorosamente
e dimostrare, ad esempio come in [Giusti, 1989, pag. 179]; tuttavia

45


https://drive.google.com/file/d/1MkEqiWNfdETx1_fdT9WXSutqLyt22SHK/view

nella scuola secondaria, secondo noi, questo risultato va presentato
informalmente, facendo riferimento all’idea intuitiva dei termini “appros-
simazione”, “vicino”, analogamente a quanto € avvenuto nella storia
della matematica.

Considerazioni simili sono espresse in [Tall, 2016, pag. 311]:

Il grafico ha una tangente in un punto se e solo se in quel punto é local-
mente lineare. Ingrandendo un grafico intorno ad un punto particolare
dove esso € localmente lineare si scopre che grafico e tangente ben
presto diventano indistinguibili. La tangente € la «miglior approssima-
zione lineare» alla curva in un dato punto. Lontana dal toccare la curva
in un singolo punto, quando viene disegnata da una matita con uno
spessore di dimensione finita, nell’immagine ingrandita la tangente e il
grafico appaiono esattamente la stessa cosa, entro 'accuratezza fisica
del disegno.

Questo include la comprensione della tangente ad una retta (dove la
tangente e la retta stessa coincidono), o in un punto di flesso, passando
da un lato della curva all’altro. Entrambe appaiono nel calcolo infinite-
simale e risultano problematiche per uno studente che crede che la
tangente «tocca la curva in un punto senza intersecarla».

Chiarito cos’e la retta tangente, come costruirla? Lo si pu0 fare in-
terpretandola come “limite” delle rette secanti in quel punto € lo si puo
discutere con gli studenti mediante il file TanCostruzione.ggb, che per-
mette di visualizzare dinamicamente il procedimento. Un riferimento per
questi aspetti, e per gli altri esaminati nella sezione, € invece la prima
parte della dispensa Retta tangente, che mostriamo nel paragrafo 3.2
assieme agli altri materiali realizzati sul tema.

Ora il calcolo

Resta cosi il problema di calcolare il valore “esatto” della pendenza.

Approfondimento. Prima, pero, preferiamo trovarne delle approssima-
zioni per permettere agli studenti di investigare la nozione e prepararli alla
sua sistemazione rigorosa. Peraltro, i processi di approssimazione sono
alla base dell’Analisi, come si legge in [Accascina et al., 2006, pag. 71]:

Tutta I’Analisi € fondata su [...] processi di approssimazione [...]. Si hanno
pero anche “regole” di calcolo, la cui potenza e semplicita d’uso puod
portare a mettere in ombra il significato e il ruolo dell‘approssimazione
e delle stime e a far risaltare soprattutto I'aspetto algebrico dell’Analisi
Matematica. Si ritiene invece che questo aspetto debba accompagnarsi
ad una solida padronanza almeno di alcuni esempi assai semplici di
approssimazione.
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Lattivita che proponiamo & Approssimazione della retta tangente

con il file TanStima.xlsx. L obiettivo € appunto fornire, in casi semplici,
una stima della pendenza del grafico, ossia individuare un intervallo in
cui cade tale valore, e, per farlo, I'idea & di ricorrere prima alla carta e
al righello, in modo da prendere confidenza con la situazione, e poi al
foglio di calcolo, che esige di esprimere mediante una formula la pen-
denza delle rette secanti e induce cosi a compiere un ulteriore passo
verso la formalizzazione.

Gli studenti, anche mediante I'attivita descritta nei file 7TanCoordi-
nate.ggb e TanCoordinateStudente.ggb, provano poi a calcolare la
pendenza dei grafici di alcune semplici funzioni di cui € assegnata I'e-
spressioneg, discutendone tra loro e con il docente. In sostanza, si tratta
di tradurre in coordinate il procedimento di costruzione analizzato con
tante attenzioni nelle attivita precedenti, per concludere che la penden-

za della retta tangente & data dal limite lim M come & de-

scritto nella seconda parte della dispensa Retta Tangente.

Per consolidare ed approfondire tali questioni ¢’e il foglio di attivita 6.
In esso si da attenzione anche ad aspetti algebrici, come lo sviluppo di
un’espressione della forma (a + b)?, necessario per il calcolo di un limite.
Secondo noi, non serve che gli studenti lo ricordino a memoria, purché
sappiano interpretare I'espressione come prodotto dei fattori (@ + b)? e
(@ + b) e svolgano il calcolo in tempi ragionevoli. Cid che conta, infatti, &
saper ricavare le formule di cui si ha bisogno a partire da altre formule di
base, come avviene in questo caso: € un’abilita che dovremmo curare
e richiedere ai nostri ragazzi, anche a quelli che magari non prosegui-
ranno gli studi in ambito scientifico.

Un limite speciale e la definizione di derivata

Osserviamo innanzitutto che il limite a cui siamo giunti si pud scri-
vere, e pensare, nella forma espressiva lim Af . Ora, questo limite non
Ax—0 AX

compare solo nel’ambito delle rette tangenti, ma interviene in diver-
Si contesti: in fisica (ad esempio, per esprimere la velocita, I'intensita
di corrente), in economia (costo marginale di produzione), in medicina
(sensitivita alla variazione del dosaggio)..., come & precisato nella let-
tura [Adams, 2004, pag. 138 e 139], un riferimento alla portata degli
studenti pur di tralasciare il calcolo della derivata di funzioni composte.

Pertanto e utile studiare tale limite € ha senso attribuirgli un nome,
quello di derivata appunto.

Tutte queste considerazioni sono raccolte nella dispensa Definizione
di derivata assieme al fatto che, in generale, il limite AlerpO %‘( esprime

la rapidita di variazione di una funzione f al variare di una variabile x, e
precisamente ¢ il tasso istantaneo di variazione di f.
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Approfondimento. Proprio per investigare la nozione di variazione ab-
biamo realizzato il foglio di attivita 7. Non serve esaminarlo subito nel per-
corso, si pud decidere di dare la precedenza agli aspetti operativi, ma in
ogni caso € bene tener presente che riporta questioni didatticamente rile-
vanti, come si legge negli Obiettivi specifici di apprendimento per il secon-
do biennio delle Indicazioni nazionali:

Un tema importante di studio sara il concetto di velocita di variazione di
un processo rappresentato mediante una funzione.

Due attenzioni didattiche. Una riguarda ['utilita di approfondire qual-
che aspetto storico della derivata, visto che la nascita del calcolo infini-
tesimale & uno dei momenti piu importanti dello sviluppo del pensiero
matematico, come & scritto nelle Linee generali delle Indicazioni nazio-
nali:

Lo studente [...] avra acquisito il senso e la portata dei principali mo-
menti che caratterizzano la formazione del pensiero matematico: la
matematica nella civilta greca, il calcolo infinitesimale che nasce con
la rivoluzione scientifica del Seicento e che porta alla matematizzazione
del mondo fisico, [...] la matematica moderna [...].

Ma al di la del tema specifico, discutere la storia della matematica a
scuola permette di mettere in luce il legame tra la nostra disciplina e la
cultura, consente di mostrare che & una materia viva ed induce a riflet-
tere sugli oggetti che la caratterizzano. Lo scrive Giacardi in [Giacardi,
2013] ed emerge anche dalla illuminante lettura [Klein, 1999, da pag.
399 a 401], che illustra i motivi della nascita del calcolo differenziale nel
XVII secolo. In sostanza, serviva rispondere con urgenza ai problemi
posti all’epoca dalla scienza, che consistevano nel determinare velocita
e accelerazione dei corpi, tracciare le tangenti alle curve — per risolvere,
ad esempio, problemi di ottica —, affrontare problemi di massimo e mi-
nimo — come la gittata... Problemi che, a ben guardare, sono proprio
quelli che motivano anche il nostro percorso sulla derivatal

C’e un’ulteriore attenzione didattica che vorremmo considerare e
che abbiamo gia esaminato nel percorso relativo al primo biennio: € la
necessita di promuovere il passaggio da processo ad oggetto. Secon-
do la Sfard ([Sfard, 1991]), nella fase iniziale della costruzione di un con-
cetto prevale una visione procedurale, ma poi, per affrontare situazioni
via via piu articolate, & opportuno riferirsi alla nozione matematica come
fosse una cosa reale e manipolarla senza occuparsi dei suoi dettagli.
Ad esempio, se lo studente interpreta la frazione solo come processo di
divisione, difficilmente riuscira ad utilizzarla in un contesto piu articolato
come quello delle equazioni.
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E per questo che nella prima parte del percorso facciamo in modo
che gli studenti prendano confidenza con i processi di costruzione, di
approssimazione e di calcolo della derivata; ed € per questo che poi,
anche mediante il foglio di attivita 7, li guidiamo a pensare la deriva-
ta direttamente come ente matematico. Se gli studenti vedono solo
le procedure, ossia le azioni sugli oggetti, ma non gli oggetti, si corre |l
rischio di rendere ridicola la stessa matematica, come chiarisce I'autrice
in [Sfard, 2016] ricorrendo alla metafora del giocoliere:

Agli occhi dei suoi studenti spesso I'insegnante appare come un gioco-
liere di cui essi non riescono a vedere gli oggetti che lancia in aria.

La definizione non basta: i primi strumenti di calcolo

Abbiamo cosi definito e interpretato la derivata di una funzione; tut-
tavia ricorrere alla definizione per calcolare la derivata, di solito, non &
efficiente. In particolare, non lo & per determinare il minimo della funzio-
ne Ag) = 2rr? + 2% che modellizza il problema di ottimizzazione proposto
all’inizio del percorso.

Allora € opportuno introdurre alcune formule generali, ad iniziare da
quelle che forniscono la derivata delle funzioni base esaminate fino qui,
owvero le funzioni potenza x*, dove a € Q (dispensa Derivata: primi
aspetti di calcolo™). La nostra idea ¢ di ricavare rigorosamente la deri-
vata in alcuni casi elementari, come a = 2,3, — 1,%, € poi, a partire da
questi, congetturare la formula per il generico a.

Tutto semplice allora? Non proprio, dato che per gli studenti non &
banale attribuire un significato alle espressioni che cosi si ottengono.
Percio & utile tornare all’interpretazione geometrica della derivata e os-
servare che al variare del punto sul grafico varia anche la retta tangente
in quel punto, e cosi, data una funzione (sufficientemente regolare), re-
sta definita una nuova funzione che restituisce la pendenza della tan-
gente in ogni punto; I'espressione di questa nuova funzione & proprio
quella che abbiamo ottenuto prima con il calcolo.

Di fatto, abbiamo cosi introdotto la funzione derivata, ma prima di
approfondirla riteniamo sia meglio che gli studenti interiorizzino la no-
zione di derivata in un punto.

Il passo successivo € precisare il comportamento della derivata ri-

' Fino a questo punto del percorso non abbiamo ancora introdotto le potenze ad
esponente razionale. Nel blocco relativo alla derivata ci si puo limitare a fornirne la
definizione; invece la sua giustificazione si potra discutere in seguito, nel contesto
pit generale della funzione esponenziale.
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spetto alle operazioni con le funzioni: in un primo momento e sufficiente
considerare 'addizione (sottrazione) e la moltiplicazione per una co-
stante, o, in altre parole, la linearita della derivata.

Quest’ultima € una nozione fondamentale e il suo significato va di-
SCUSSO con i ragazzi per permettere loro di formarsi un’idea della mate-
matica moderna, ossia della matematica che si occupa di strutture e di
relazioni invece che di oggetti specifici. Di questo awviso era gia diversi
anni fa la Castelnuovo, che scriveva in [Castelnuovo, 2017, pag. 60 e
62]:

Siamo certamente tutti d’accordo nel riconoscere che I'educazione
Scientifica deve avere come scopo di far passare da una visione magi-
ca, soprannaturale del mondo che ci circonda ad un’obiettiva consa-
pevolezza e ad un sereno giudizio dei fenomeni naturali; deve essere, in
breve, una continua ascesa nell’arte del saper guardare.

[...] Nella faticosa ascesa nell’arte del saper guardare abbiamo visto
quali immensi progressi scientifici siano stati suggeriti dall’idea di coglie-
re in gruppi disuguali cose uguali, cioé di concepire I'uguaglianza da un
punto di vista sempre piu largo. [...] Ed € questo stesso principio, sem-
pre applicato in campi astratti, che condurra la matematica ad un pit
alto grado di astrazione, portando I'attenzione non pit sul particolare
ente (sia esso numero o figura) ma sulle leggi formali che legano questi
enti. [...] Non e difficile avviare il ragazzo alla comprensione del concetto
di struttura, fondamentale nelle matematiche [...].

Gli strumenti appena introdotti sono elementari, ma permettono gia
di risolvere in modo efficiente varie questioni, quali scrivere le equazioni
delle rette tangenti, condotte anche da un punto non appartenente al
grafico, oppure determinare i punti stazionari della funzione A(r) e cosi
risolvere il nostro problema iniziale (fogli di attivita 8 e 70).

Tra I'altro, tali quesiti permettono di consolidare il calcolo algebrico
in un contesto motivante per gli studenti: richiedono infatti di risolvere
equazioni — anche irrazionali — o sistemi, in vista di un obiettivo che i
ragazzi percepiscono come autentico; le stesse equazioni sortirebbero
un effetto ben diverso se invece fossero proposte in astratto, magari
nell’ambito di un (discutibile) ripasso all’inizio dell’anno scolastico.

E con cio sono gia molti gli aspetti esaminati nel percorso sulla deri-
vata: & opportuno fermarsi e valutare I'insegnamento e I'apprendimento
mediante una verifica come verifica 5.

Approfondimento. | fogli di attivita 9 e 77 permettono di investigare ulte-
riormente la derivata e di consolidarne I'uso. Il primo richiede di modellizza-
re semplici situazioni e di esaminare criticamente un procedimento seguito
nella storia; il secondo, invece, di risolvere alcuni quesiti dall’Esame di stato
e di dimostrare semplici proposizioni.
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Dalla derivata al’andamento della funzione; i problemi di otti-
mizzazione, finalmente

Fin qui, a parte qualche eccezione, abbiamo esaminato la funzione
localmente. Ora ci proponiamo di allargare lo sguardo e investigare il le-
game tra la crescenza (decrescenza) della funzione e I'andamento della
derivata, nonché quello tra i punti di massimo (minimo) e la derivata.

Per iniziare abbozzeremo il grafico della derivata in semplici casi,
ma poi considereremo anche la questione inversa, cioe costruire un
possibile grafico della funzione a partire da informazioni sulla derivata,
poiché esaminare la situazione da due angolazioni diverse permette
di comprendere piu a fondo. E il fatto che le risposte non siano sem-
plicemente numeri contribuisce a fornire un’idea pit completa di cosa
significa fare matematica.

Al solito, lavoreremo direttamente sui grafici, utilizzando prima la
quadrettatura e il righello € poi GeoGebra, come indicato nel foglio di
attivita 72 con i file FunzioneDerivatal.ggb, FunzioneDerivata2.ggb. E
metteremo “le mani” sul problema, anche nel senso indicato in [Tall,
2016, pag. 302, 303]:

L’approccio localmente lineare al calcolo infinitesimale inizia con la per-
cezione del grafico della funzione stesso che possiamo tracciare con
un dito e vedere come un oggetto disegnato praticamente sulla carta
oppure mentalmente. Questo ci permette di sentire la continuita del
grafico come una continuita dinamica. Non ci dice molto, pero, del
cambiamento della pendenza.

Ora immaginiamo di far scivolare la mano lungo la curva in modo da
lasciare che l'inclinazione della mano segua la pendenza della curva
che cambia. Questa € un’operazione su un oggetto visibile (il grafico) e
crea il senso incorporato del cambiamento della pendenza della curva.
Per vedere la pendenza che cambia, immaginiamo di muovere una len-
te d’ingrandimento lungo la curva per vedere la pendenza cambiare col
movimento della lente.

Approfondimento. L'aspetto delicato é riuscire a visualizzare la penden-
za della retta tangente in un punto del grafico, al variare del punto sul grafi-
co. E un esempio significativo di covariazione tra variabili, ossia di variazio-
ne simultanea di due variabili: nel nostro caso, si tratta della posizione del
punto e della pendenza, ma si pud descrivere come covariazione anche la
costruzione della tangente in un punto del grafico come limite delle secan-
ti, dato che al variare del punto mobile sulla curva cambiano le pendenze
delle secanti. Piu in generale, come si osserva in [Colacicco, Lisarelli, Anto-
nini et al., 2017], la covariazione ha un ruolo centrale nella formazione del
concetto stesso di funzione: infatti, oltre a pensare la funzione staticamente
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come grafico o come formula & importante intuire e saper descrivere come
varia una variabile al variare di un’altra.

Perché allora non approfittare dell’occasione per approfondire tali
aspetti, magari mediante I'attivita descritta nel file Covariazione.ggb?

In sostanza si ricorre ad una particolare rappresentazione della funzio-
ne, che si puo indicare come “dinamica parallela”. Parallela poiché I'asse y
e disposto parallelamente all’asse x; dinamica poiché, per descrivere il le-
game tra le due variabili, si muove il generico punto sull’asse x €, di conse-
guenza, si fa muovere sull’asse y il punto che gli corrisponde. Agli studenti
si richiede di osservare la rappresentazione dinamica parallela fornita nel file
e provare a tracciare qualitativamente un possibile grafico di tale funzione in
un sistema di coordinate cartesiano ortogonale.

E un’attivita che ha senso proporre gia nel primo biennio, proprio per
costruire, come dicevamo, il concetto di funzione.

A conclusione di queste esplorazioni, preciseremo il legame tra la
derivata e 'andamento della funzione, per gradi, formulando congettu-
re, discutendole, affinandole mediante opportuni controesempi, e pro-
vando ad enunciare i risultati generali (dispensa Derivata e andamento
della funzione).

Le dimostrazioni invece possono attendere fino alla classe quinta,
quando gli studenti saranno piu maturi per avvertirne I'esigenza e per
apprezzarle, anche se devono aver chiaro fin d’ora che I'esame del
grafico non & una dimostrazione. Certo, non giustificare rigorosamen-
te ogni affermazione puo farci sentire a disagio; eppure, come docen-
ti, dovremmo preoccuparci di piu quando, magari per consuetudine,
proponiamo argomentazioni troppo astratte e sofisticate o procedure
molto tecniche, che non contribuiscono davvero alla crescita culturale
dei nostri studenti.

Possiamo essere soddisfatti! Infatti i risultati ottenuti consentono di
risolvere diversi problemi di ottimizzazione: quelli che si modellizzano
mediante le funzioni potenza e le loro combinazioni lineari e che riguar-
dano vari ambiti, dalla geometria sintetica, piana e dello spazio, alla
geometria analitica... Ne proponiamo alcuni nei fogli di attivita 13 e 74,
e ci aspettiamo che, per il lavoro svolto, gli studenti li affrontino con
consapevolezza e anche con soddisfazione.

Ulteriori strumenti di calcolo: perché no?

Il percorso sulla derivata delineato fin qui € gia molto ricco, soprat-
tutto se si considera che é rivolto a studenti della classe terza. Pertanto,
a seconda del contesto classe e del tempo che resta a disposizione,
si dovra valutare se fermarsi e lasciare spazio agli altri temi previsti, op-
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pure compiere un ulteriore passo € introdurre la derivata del prodotto e
del quoziente.

Le ragioni per farlo sono di tipo diverso per le due operazioni: per la
moltiplicazione sono soprattutto teoriche — sondare se I'operatore deri-
vata ¢ lineare anche per la moltiplicazione di due funzioni oltre che per
I’addizione —, mentre per il quoziente sono pratiche — risolvere alcuni
problemi di ottimizzazione che prevedono di ricorrere a figure simili; ad
€sempio:

Determinare il triangolo minimo circoscritto ad un rettangolo dato.

Approfondimento. La dimostrazione di queste formule non ci sembra
significativa; peraltro & delicata in questa fase, poiché coinvolge la nozio-
ne di continuita di una funzione. E molto piu utile sondare se la derivata &
lineare rispetto alla moltiplicazione di funzioni, giustificare rigorosamente la
risposta mediante un controesempio, e congetturare una possibile formula,
dopo aver osservato che deve essere simmetrica nelle due funzioni visto
che la moltiplicazione € commutativa (dispensa Derivata: ulteriori aspetti di

calcolo).

Il contesto offre pure I'occasione per consolidare il calcolo algebrico:
infatti, per studiare il segno della derivata del prodotto o del quoziente & ne-
cessario manipolare I'espressione ottenuta, per trasformarla in altre equi-
valenti ma piu adatte allo scopo. Laspetto interessante, e per certi versi
sorprendente, € che la situazione sembra motivare fortemente gli studenti
a farlo.

Tuttavia questi nuovi strumenti di calcolo hanno un campo di impiego
piu vasto: ad esempio, consentono di precisare 'andamento di alcuni tipi
di funzioni e di tracciarne il grafico. Sono aspetti che esaminiamo nel foglio
di attivita 75, mentre nel foglio di attivita 76, oltre alla giustificazione guidata
della formula della derivata del quoziente, proponiamo questioni di consoli-
damento, che perd non coinvolgono le ultime formule introdotte.

Un esempio di verifica sulla seconda parte del percorso relativo alla
derivata ¢ verifica 4.

1.2.5 Come opera davvero la funzione esponenziale?

Finora nel percorso abbiamo considerato varie funzioni, ma abbiamo
discusso a fondo solo le funzioni potenza e quelle che si ottengono da
esse mediante le quattro operazioni. E arrivato il momento di arricchire il
bagaglio di cui gli studenti dispongono e, per questo, ci proponiamo di
introdurre la funzione esponenziale; le funzioni trigonometriche invece
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si possono esaminare nella classe quarta, come abbiamo chiarito nel
paragrafo 1.1.

Ma quali aspetti affrontare? E in quale ordine?

Costruire la funzione esponenziale e la funzione logaritmo, discutere
come tali funzioni possano modellizzare molti fenomeni di crescita, in-
trodurre la base naturale e dunque la derivata della funzione esponen-
zZiale: sono questi gli aspetti che riteniamo piu significativi.

In altre parole, non esistono solo le equazioni e le disequazioni espo-
nenziali, come invece sembrano far credere i libri di testo, considerata
la percentuale di pagine che riservano al calcolo. Con cio non vogliamo
dire che le equazioni e le disequazioni non siano importanti; anzi, gli
studenti dovrebbero dedicare un tempo adeguato, a casa e a scuola,
per esaminarle e arrivare a risolverle con sicurezza. D’altra parte anche
noi docenti dovremmo investire del tempo, a casa e a scuola, per in-
dividuare le tipologie piu significative, discuterle con i ragazzi e aiutarli
a sviluppare I'abilita di giustificare ogni passaggio a partire da pochi
principi di base.

Veniamo cosi alla seconda questione, I'ordine in cui sviluppare i con-
tenuti.

e Lanostraidea e di introdurre la funzione esponenziale come model-

lo di semplici situazioni, per mostrare fin da subito I'importanza di
una funzione che, assieme alle funzioni potenza e trigonometriche,
schematizza gran parte dei fenomeni naturali.
Ma c’é un’altra ragione, altrettanto importante. La vediamo su un
esempio: la scrittura 2° certamente non vuol dire “2 per sé stesso
mezza volta”; tuttavia, se si descrive I'espansione di un gas median-
te la funzione 2¢, allora 2° si interpreta come il volume occupato dal
gas allistante t, = 0,5 secondi. Cosi 2° non & piu solo un oggetto
astratto, di quelli che si studiano durante le ore di matematica e
unicamente perché si trovano sul libro di testo o lo dice il docente,
ma diventa un oggetto che ha un significato e che ha senso consi-
derare.

e |afunzione esponenziale mostra gran parte delle sue caratteristiche
gia sull’insieme dei numeri naturali. Pertanto, se si vuole compren-
dere come si comporta davvero, e opportuno investigaria a fondo in
questo ambiente, dove ¢ piu facile operare.

 E formativo esaminare la funzione logaritmo in parallelo alla funzio-
ne esponenziale: cio significa introdurre la funzione logaritmo subito
dopo aver definito I'esponenziale sui numeri naturali, ed estenderla
ad ogni estensione della funzione esponenziale. Infatti le due funzio-
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ni, essendo una l'inversa dell’altra, offrono due punti di vista diversi
per guardare la stessa situazione; percio, esaminandole insieme, si
comprendono meglio entrambe.

Queste idee hanno ispirato alcuni anni fa i percorsi Esponenziale e
Logaritmo 1 e 2, realizzati con il Laboratorio DiCoMat nell’ambito del
progetto [Orientamat, 2006]; essi costituiscono ancora un utile riferi-
mento per gli studenti e per i loro docenti. Le stesse idee sono alla base
dello stimolante video [Anzellotti, 2015], che pero & rivolto soprattutto
agli insegnanti.

Funzione esponenziale sui numeri naturali: una rappresentazio-
ne espressiva

Per iniziare si pu0 discutere un problema come questo:

Hai un capitale di 10.000 €. Ti vengono proposti due investimenti:
uno al tasso annuale del 3% composto, I'altro al tasso annuale del
3% sempilice.

- Prevedi che ci sia “poca” differenza tra i due investimenti?
- Determina il valore del capitale dopo 20 anni nelle due modalita.

La questione & gia stata proposta nel percorso relativo alla classe
prima ([Cappello e Innocenti, 2022, sez. 2.2.1], dispensa Percentuali:
questioni di base) e ora si tratta di consolidarla e affinarla, lasciando che
gli studenti la esplorino nuovamente.

Nella classe terza € ancora piu importante che, per calcolare il capi-
tale maturato ogni anno nel regime di capitalizzazione composta, i ra-
gazzi non ricorrano al modello additivo — sommare il 3% —, ma utilizzino
il modello moltiplicativo — moltiplicare per 1,03 —, € lo facciano perché
hanno sperimentato in prima persona che il secondo approccio & piu
efficiente. E utile ricorrere anche al foglio di calcolo, poiché richiede di
esplicitare le regole con cui si costruiscono le due sequenze di capitali
e permette di visualizzare con immediatezza i loro grafici, come mostra
I’attivita descritta nel file Capitalizzazione3. xlsx.

Il problema degli investimenti & risolto, ma vogliamo compiere un
ulteriore passo e osservare che, piu in generale, al’anno t nel regime
di capitalizzazione composta il capitale € dato da C(f) = 10.000 -1,03F;
abbiamo cosi introdotto una “nuova” funzione, una funzione del tipo ka*,
dove x € un numero naturale, per ora.

Ebbene, la funzione & interviene in diversi contesti (lettura Modelli
esponenziali, che si basa anche sul significativo testo [Israel, 2002]):
nella crescita di popolazioni di batteri, nella costruzione della curva di
Koch, nel decadimento radioattivo, nella frequenza delle note musica-
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li... Per questo ha senso studiarla e attribuirle un nome; e, per com-
prendere meglio come opera, almeno all’inizio puod essere utile indicarla
con la notazione exp,, in particolare quando la si compone con la sua
inversa, la funzione logaritmo in base a.

Per iniziare ad esaminarla si pu0 far riferimento al foglio di attivita 77,
che richiede di analizzare varie situazioni anche a partire da dati reali,
come I'andamento del numero degli abitanti degli Stati Uniti in un certo
periodo storico. Inoltre merita far osservare agli studenti che secondo
un decreto ministeriale, il D.M. n. 343 del 2016, la banca sostanzial-
mente non pud applicare un tasso composto sul debito del conto cor-
rente ma deve applicare un tasso semplice'; pertanto conoscere le
crescite esponenziali e saperle distinguere da quelle lineari non & solo
una faccenda da matematici, ma permette di comprendere il senso di
una norma che tutela il risparmiatore.

Il passo successivo consiste nell’esaminare, 0 meglio, riesaminare nel
linguaggio delle funzioni, la proprieta caratterizzante della funzione espo-
nenziale, che abbiamo gia discusso nel percorso relativo alla classe pri-
ma. Il termine “caratterizzante” deriva dal fatto che, fissato a > O esiste
un’unica funzione R = R continua tale che f{(1) = a e che trasforma
somme in prodotti, ossia verifica I'uguaglianza fix + y) = fX)f(y) per ogni
X, Y.

La proprieta si pud leggere direttamente sulla tabella con cui gia dal-
la classe prima schematizziamo la situazione e si traduce in una regola
di spostamento che mostra in modo espressivo come opera davvero
la funzione (dispensa Esponenziale: costruzione 1); percio tale regola &
alla base di tutto il nostro percorso.

E interessante osservare che una rappresentazione analoga si trova
gia nell’Arenario di Archimede, e come € comparsa “presto” nella sto-
ria del pensiero matematico, dovrebbe essere presentata “presto” an-
che agli studenti e apparire loro naturale. Infatti, secondo la ricerca, ad
esempio [Sfard, 1991] e [Furinghetti, 1993], lo sviluppo cognitivo di un
concetto nell’individuo segue in molti casi un percorso simile all’evolu-
zione dell’oggetto matematico nella storia, pur con le differenze che de-
rivano da fattori sociali, culturali e tecnologici, come precisa [Radford,
1997].

Tuttavia € significativo guardare la funzione esponenziale anche da

"Il testo del decreto e una sua spiegazione si trovano, ad esempio, agli indirizzi:
https://www.mef.gov.it/inevidenza/documenti/DM_343_Anatocismo.pdf
https://economiapertutti.bancaditalia.it/informazioni-di-base/anatocismo/?-

dotcache=refresh.
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un’altra prospettiva e considerare il suo grafico. Cio € utile, ad esempio,
per formarsi un’idea della rapidita di crescita della funzione: seguendo il
foglio di attivita 78, si puo tracciare un sistema di coordinate cartesiane
sulla lavagna e stimare “quando” il grafico della funzione esponenzia-
le di base 2 esce dalla lavagna, “quando” & sopra I'edificio, “quando”
supera la distanza Terra-Sole. Sembra incredibile, ma per x = 97 cm |l
grafico esce dall’universo conosciuto, qualsiasi cosa questo significhi!

Per completare il lavoro, gli studenti disegneranno a matita i grafici
della funzione esponenziale sui numeri naturali anche per basi diverse
da 2 in scala monometrica, e poi li confronteranno con le rappresen-
tazioni offerte dal foglio di calcolo, che invece spesso adotta in auto-
matico scale diverse sugli assi. E un modo per abituarli ad utilizzare
criticamente gli strumenti informatici e ad interpretare le risposte che si
ottengono.

Approfondimento. Controintuitivi sono anche i risultati dell’attivita Pie-
gatura, in cui si investiga se il nome della torta Millefoglie & appropriato
e quante volte si pud piegare a meta un foglio di carta, anche mediante
esplorazioni materiali e con il contributo di alcuni video.

In fondo, a scuola si dovrebbe proprio cercare di andare oltre la cono-
scenza di senso comune, e farlo mettendosi in gioco in prima persona,
provando, indagando le ragioni sottese senza accontentarsi di leggerle da
un testo. Nel nostro caso cio significa comprendere davvero cosa vuol dire
crescere esponenzialmente e costruire un bagaglio di esperienze su cui
contare anche in seguito, ad esempio quando si confronteranno gli ordini
di infinito nell’ambito dei limiti.

La funzione esponenziale e la funzione logaritmo

Per le ragioni che abbiamo indicato all’inizio della sezione, & questo
il momento di introdurre la funzione logaritmo. E un’altra novita rispetto
ai libri di testo e lo si pud fare mediante un problema del tipo:

Investi un capitale di 10.000 € al tasso annuale composto del 3%.
Dopo quanti anni il suo valore supera per la prima volta i 20.000 €7?

Ne parliamo nella dispensa Esponenziale: costruzione 2, che ripor-
ta una traccia di quanto si pu0 discutere in classe e delle conclusioni
a cui si dovrebbe giungere. Precisamente, interpretando la questione
sulla ormai usuale tabella relativa alla base 1,03, si considera la riga
superiore, si individua su di essa la posizione occupata dal capitale di
20.000 €, si fissa il valore immediatamente successivo nella sequenza
dei capitali e si determina sulla riga inferiore il punto, ossia I'anno, che
gli corrisponde.

La funzione logaritmo descrive richieste di questo tipo, ed & dunque
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la funzione che manda elementi della riga superiore in elementi della
riga inferiore. Non € certo una formulazione rigorosa, ma e quella che
gli studenti dovrebbero fare propria ed utilizzare anche per calcolare, ad
esempio, log,8. E tutt’altra cosa rispetto allo scioglilingua “il logaritmo &
I'esponente a cui si eleva la base per ottenere...”; ed € un esempio di
rappresentazione che costituisce la concept image di logaritmo, nozio-
ne che abbiamo esaminato in [Cappello e Innocenti, 2022, sez. 2.3.1] a
proposito della pendenza della retta, facendo riferimento a [Baccaglini,
Di Martino, Natalini, Rosolini, 2018, pag. 56 € 51].

Poi, naturalmente, questa immagine va precisata dicendo che il lo-
garitmo ¢ la funzione inversa della funzione esponenziale.

Anche il logaritmo ha una proprieta caratterizzante. Infatti, se la fun-
zione esponenziale manda somme in prodotti, allora la sua inversa tra-
sformera prodotti in somme; lo si pud leggere direttamente sulla tabella
ma lo si pud dimostrare anche per via “algebrica”, come propongono
usualmente i libri di testo. Il legame tra le due proprieta appare con evi-
denza anche quando si traducono nel linguaggio delle funzioni:

log,(a - b) = log,a + log,b
exp,(@ + b) = exp,a - exp,b

E importante discuterne in classe, ed & importante farlo in questi
termini, anche per dare ai ragazzi un’idea di cosa sia la matematica
moderna, una matematica che si occupa di strutture' e non di singoli
oggetti, come abbiamo gia osservato a proposito della linearita della
derivata nella sezione 1.2.4.

La proprieta caratterizzante del logaritmo e anche alla base della
costruzione delle tavole dei logaritmi nonché del regolo calcolatore,
due strumenti fondamentali nel 600 per svolgere rapidamente i calcoli
astronomici necessari per individuare la posizione di una nave in mare.
Ora sono stati sostituiti dal computer, ma il regolo calcolatore e stato
utilizzato fino a 50 anni fa, ed & stato impiegato addirittura nelle missioni
Apollo che hanno condotto I'uomo sulla Luna; inoltre dal punto di vista
didattico rimane interessante comprendere come si utilizzano le tavole,
e lo si puo fare mediante la lettura [Maor, 1994, pag. 19-22].

Mancano da esaminare gli aspetti grafici. Percio si traccera il grafico

"2 Le due uguaglianze indicate esprimono il fatto che ciascuna delle due funzioni
€ un omomorfismo di gruppi. Quello che ci interessa pero, al di la del nome, &
che gli studenti ne comprendano significato e portata, ossia che esprimono una
corrispondenza tra le operazioni di addizione e moltiplicazione.
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anche di questa funzione base, per ora sull’insieme numerico che stia-
mo considerando, € si iniziera a notare la simmetria con il grafico della
funzione esponenziale.

Estensioni della funzione esponenziale: costruzioni formative

Come estendere la funzione esponenziale ai numeri interi?

Ne abbiamo gia discusso nel percorso relativo alla classe prima,
ma vogliamo riprendere brevemente la questione anche mediante un
nuovo riferimento, la dispensa Esponenziale: costruzione 3. Innanzitutto
serve stabilire un criterio: conservare la proprieta caratterizzante sugli
interi, o, in altre parole, mantenere la regola di spostamento anche a
sinistra della nostra tabella; cio significa che spostarsi di un posto a
sinistra equivale a sottrarre 1 sulla riga inferiore e a dividere per 2 su
quella superiore.

Ma allora resta univocamente determinato il valore di 2° e, piu in ge-
nerale, di 2" per ogni numero naturale n. Questo ¢ il secondo passo e
mostra I'aspetto piu rilevante dell’intera costruzione: la definizione che
abbiamo dato non € arbitraria, ma € conseguenza necessaria di una
nostra decisione, quella di conservare una proprieta che si ritiene im-
portante. E bene discuterne con gli studenti, come del resto richiedono
in generale le Indicazioni nazionali:

Al termine del percorso didattico lo studente avra approfondito i proce-
dimenti caratteristici del pensiero matematico (definizioni, dimostrazioni,
generalizzazioni, formalizzazioni) [...].

Cambiando registro di rappresentazione, si traccera poi una por-
zione del grafico della funzione esponenziale sugli interi negativi e si
effettueranno alcune stime, in modo analogo a quanto fatto sui numeri
naturali.

’estensione della funzione esponenziale ai numeri razionali si puo
giustificare in modo analogo a quella sui numeri interi, pur di gene-
ralizzare la regola di spostamento a sottointervalli: spostarsi di (ossia
sommare) una quantita h sulla riga inferiore corrisponde a moltiplicare
per un fattore g sulla riga superiore; e il numero g dipende solo da h,
non dal punto da cui si parte. Nel linguaggio delle funzioni cio si esprime
dicendo che la funzione esponenziale f ha la seguente proprieta:

fix, + h) = fix,) - g, dove g dipende da h, ma non da x,,.
’estensione all’insieme dei numeri interi e all’insieme dei numeri ra-

zionali comporta anche la possibilita di estendere la funzione logaritmo
alla nuova immagine della funzione esponenziale.
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Ma... c’e un problema: il grafico della funzione esponenziale sui nu-
meri razionali ha dei “buchi”. Ad esempio, la retta di equazione y = 3
non interseca il grafico della funzione 2x in alcun punto, o, in altre parole
non esiste alcun numero razionale g tale che 29 = 3, come si puo dimo-
strare per assurdo, sfruttando il teorema fondamentale dell’aritmetica.
Insomma, non abbiamo ancora definito la funzione logaritmo sul nume-
ro 3, che € un numero naturale!

Con cio speriamo di aver convinto gli studenti che e importante de-
finire la funzione esponenziale anche sui numeri irrazionali. E una que-
stione delicata, ma in questa fase riteniamo sia sufficiente che i ragazzi
comprendano I'idea sottesa, ossia approssimare I'argomento con nu-
meri razionali e, di conseguenza, approssimare il valore della funzione
con le potenze di tali numeri, come ¢ illustrato nella dispensa Esponen-
Ziale: costruzione 4.

Approfondimento. Meglio se, oltre a parlarne, gli studenti hanno modo
di prendere confidenza con tali aspetti.

Lo possono fare mediante I'attivita Stime sui reali con il file StimeSuR.
xIsx, in cui non si richiede di ricavare i valori esatti della funzione — del resto,
come si potrebbe? | numeri da valutare nella scheda sono irrazionali —, ma
di determinare esattamente le loro prime cifre decimali; anzi, iterando il
procedimento, si potrebbe ricavare un numero qualsiasi di cifre.

Il lavoro mostra dunque che nell’effettuare stime si ottengono anche
certezze e risultati esatti (intervalli in cui cade il valore richiesto); inoltre per-
mette di approfondire la conoscenza dei numeri reali, ad un livello adegua-
to per lo studente di scuola secondaria, anche se le Indicazioni nazionali
richiedono di piu:

[...] lo studente studiera la formalizzazione dei numeri reali.

Ma, come sostiene Villani in [Villani, 2003, pag. 72], un approccio rigo-
roso ci sembra eccessivo.

Uno sguardo d’insieme

E cosi abbiamo completato la costruzione della funzione esponen-
Ziale e della funzione logaritmo. Abbiamo esaminato molti aspetti e gli
studenti potrebbero avere difficolta ad organizzarli in un quadro unitario
e a decidere cosa fissare; pertanto € bene discuterne insieme, magari
leggendo il libro di testo e analizzandolo criticamente. Cio significa valu-
tare se le proprieta che propone sono tutte importanti, se le definizioni
sono irrinunciabili e se sono formulate in modo adeguato, ma anche se
e chiaro il legame tra i contenuti, visto che spesso i manuali forniscono
elenchi con l'intento di scrivere “tutto” ma poi il rischio € che allo stu-
dente resti poco.
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In particolare, riteniamo che sia sufficiente considerare basi maggiori
di 1: ad esempio la funzione esponenziale di base % Si puo scrivere, e
pensare, come 2%; cid non toglie che in alcune situazioni sia piu espres-
sivo ricorrere a basi minori di 1, come vedremo nella prossima sezione
per il problema del decadimento radioattivo.

Una discussione di questo tipo € gia sufficiente, tuttavia, in aggiunta,
si pud esaminare la dispensa Funzione esponenziale e logaritmo, che
mostra agli studenti come si possono organizzare gli aspetti piu signi-
ficativi di questo segmento del percorso. E solo un esempio di quanto
loro stessi dovrebbero realizzare relativamente ad altri temi, e cio va
esplicitato ai ragazzi, altrimenti non si sviluppa la loro I'autonomia e si
rischia di comunicare il messaggio distorto che non sono in grado di
farlo, come chiarisce la Zan nell’articolo [Zan, 2001] dal titolo eloquente
| danni del “bravo” insegnante.

Prima di procedere, vogliamo riflettere sul fatto che in questa fase
abbiamo lavorato sia sul grafico della funzione esponenziale che sulla
tabella. Perché ricorrere a pill rappresentazioni? E proprio cosi impor-
tante?

Secondo noi lo €, e se ne trova conferma nelle Indicazioni nazionali,
che scrivono relativamente al tema Relazioni e funzioni gia per il primo
biennio:

Lo studente sara in grado di passare agevolmente da un registro di
rappresentazione a un altro (numerico, grafico, funzionale), anche utiliz-
zando strumenti informatici per la rappresentazione dei dati.

Considerazioni analoghe si leggono anche in [Accascina et al., 2006,
Introduzione XV, in vista degli studi universitari:

Oltre a quelle indicate, che sono conoscenze disciplinari di tipo dichiara-

tivo-proposizionale (indicate talvolta come “sapere”), e di tijpo procedu-

rale (indicate talvolta come “saper fare”), I'utilizzatore della matematica
deve avere anche altre conoscenze [...]. In particolare:

[-]

e deve avere la capacita di cambiare rappresentazioni (grafiche, simbo-
liche, nel linguaggio naturale), di vedere una situazione da pit punti di
vista, di controllare semanticamente i passaggi formali e di interpreta-
re i risultati di un calcolo.

L'attenzione a ricorrere a piu rappresentazioni si giustifica alla luce
delle acquisizioni della ricerca in didattica. Infatti Duval osserva che non
si pud accedere direttamente agli oggetti della matematica, ma soltan-
to alle loro rappresentazioni, realizzate attraverso un sistema di segni
([Duval, 2005)):
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La situazione epistemologica della matematica non e affatto uguale a
quella di altri domini del sapere. In matematica non c’e accesso agli 0g-
getti studiati (numeri, funzioni...), all’infuori delle rappresentazioni semi-
otiche (linguaggi, immagini prodotte per costruzione grafica, schemi...).

Pertanto, per costruire i concetti matematici, € cruciale lavorare sulle
rappresentazioni: € opportuno utilizzare piu registri e sviluppare I'abilita
di passare consapevolmente da uno all’altro, anche perché altrimenti gli
studenti potrebbero confondere I'oggetto con la sua rappresentazione.
L’aspetto rilevante per noi docenti € che in questa attivita I'insegnante
ha precise responsabilita, come scrive il ricercatore in [Duval, 1995]:

[...] il coordinamento di registri € la condizione per la padronanza della
comprensione [...]. Ora, questo coordinamento non ha niente di spon-
taneo.

E ora modelli e disequazioni

Gli strumenti cosi introdotti consentono di esaminare diverse situa-
zioni, come quelle raccolte nel foglio di attivita 79. Datazione con il car-
bonio-14 e concentrazione di un farmaco nel sangue sono alcuni degli
ambiti considerati. Schemi grafici e uso della regola di spostamento
caratterizzano invece I'approccio con cui, in una prima fase, propo-
niamo di affrontare i quesiti, e per illustrarlo consideriamo un esempio:

Il carbonio C ha un periodo di dimezzamento di circa 5730 anni. In
un reperto la concentrazione di '*C € il 14% di quella presente negli
organismi viventi. Determina I'eta del reperto.

Lidea e di rappresentare la questione mediante la usuale tabella
della funzione esponenziale, ponendo sulla riga superiore la concentra-
zione di carbonio e su quella inferiore il tempo. Piu nel dettaglio, osser-
viamo che conviene utilizzare come unita di misura del tempo il periodo
di dimezzamento e considerare cosi la funzione esponenziale di base
15; in questo schema il valore 14% si legge allora sulla riga superiore, € il
tempo richiesto dal problema ¢ il numero che gli corrisponde sulla riga
inferiore, e dunque € dato da Iog%O,M.

Come si vede, questo approccio permette di controllare semantica-
mente ogni passo e consente di trovare una stima del valore richiesto;
percio € bene tenerlo presente anche nel seguito, quando per risolvere
il quesito si ricorrera direttamente ad un’equazione.

Piu in generale, non vogliamo che gli studenti si limitino a svolgere

calcoli senza interpretare criticamente il testo del problema; non vo-
gliamo che abbiano come unico obiettivo quello di dare la risposta, e
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si riducano cosi ad esaminare selettivamente il testo, alla ricerca delle
parole chiave e dei dati numerici, arrivando in questo modo a conclu-
sioni stereotipate.

Ad esempio, di fronte ad affermazioni del tipo “In futuro la popolazio-
ne mondiale raggiungera gli [...] 11 miliardi nel 2100” '3, i ragazzi vanno
stimolati a chiedersi quali sono (alcune del)le assunzioni del modello e
a ricercare se ci sono previsioni diverse, su fonti attendibili. Potrebbero
trovare delle sorprese, come e avvenuto nel nostro caso; infatti, solo
alcuni anni prima, sullo stesso quotidiano si leggeva: “Gli ultimi studi
dell’Onu sulla crescita demografica, suffragati dalle analisi di una nuova
generazione di esperti, indicano che la popolazione terrestre tocchera
I'apice nel 2040 [...] fino a stabilizzarsi a quota 5 miliardi nel 2100”4,
Uno scenario sensibilmente diverso, anche se entrambe le previsioni
provenivano dalla stessa autorevole fonte!

Approfondimento. Abbiamo gia osservato come la funzione esponen-
ziale modellizzi in modo efficace il decadimento radioattivo. Per rendersene
conto si pud esaminare il video del Progetto PSSC'® e si possono svolge-
re le attivita proposte in [Gratton et al., 2006]; anche solo in parte: & gia
illuminante simulare il fenomeno mediante i dadi.

Restano da affrontare le equazioni e le disequazioni esponenziali e
logaritmiche, che preferiamo considerare contemporaneamente € non
in due segmenti consecutivi del percorso, come del resto abbiamo pro-
posto di fare per ogni aspetto che riguarda le due funzioni.

Nei casi elementari, a cui & dedicato il foglio di attivita 20, I'idea é di
adottare I'approccio risolutivo generale alle equazioni e alle disequazio-
ni introdotto nella classe seconda, basato sulla lettura del grafico delle
corrispondenti funzioni e illustrato in [Cappello e Innocenti, 2022, sez.
2.3.2]. In particolare dunque, se a* — k o logx — k compare come nu-
meratore o denominatore o fattore in una disequazione ridotta in forma
“normale”, preferiamo determinare il suo segno considerando diretta-
mente il grafico della funzione a* — k o log,x — k, senza passare alle
disequazioni & > k o logx > k.

Con il metodo acquisito nel primo biennio si pud anche discutere |l

% Dal sito del quotidiano La Repubblica, giugno 2017. La previsione & fornita
dall’Onu. https://www.repubblica.it/esteri/2017/06/22/news/onu_la_popolazio-
ne_mondiale_aumentera_di_500_milioni_in_cinque_anni-168788850

" Larticolo & del 2010 e la previsione era anch’essa fornita dall’ONU: https://ri-
cerca.repubblica.it/repubblica/archivio/repubblica/2010/02/02/sboom-2040-il-

mondo-smette-di.html
'® Physical Science Study Committee. |l video si pud trovare all’indirizzo:
https://www.youtube.com/watch?v=gryr MPPTMU
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numero delle soluzioni di alcune equazioni, come illustrato in un video'®
che abbiamo realizzato con il Laboratorio DiCoMat. In realta il filmato
non presenta novita sostanziali rispetto a quanto gia visto nella classe
seconda, ma puod servire per richiamare il procedimento risolutivo e le
idee sottese, e soprattutto la loro giustificazione nel linguaggio delle
funzioni, dettagliata negli approfondimenti che lo accompagnano.

Una base naturale e la derivata

Perché mai agli studenti un numero come e = 2,7182818284... do-
vrebbe apparire “naturale”?

Anche senza approfondire rigorosamente ogni dettaglio, ci propo-
niamo di guidarli a comprendere come tale base sia, in effetti, “natura-
le”. Lidea e di partire dai grafici delle funzioni 2¥ e 3% e stimare la loro
pendenza in x, = 0, come indicato nell’attivita Base naturale e derivata
e nella dispensa Base naturale e derivata. In prima battuta si pud os-
servare che in quel punto la pendenza del grafico di 2¥ &€ minore di 1,
mentre la pendenza del grafico di 3* € maggiore di 1; si puo allora affina-
re I'esplorazione, magari mediante il file' BaseNaturale.ggb, e arrivare
cosi a congetturare che esista una base, compresa tra le due conside-
rate, tale che la pendenza del grafico in x, = O sia proprio 1, o, in altre
parole, che la pendenza in x,, = O sia uguale al valore della funzione nel
punto. In effetti tale base esiste ed & I'unica ad avere la proprieta indica-
ta, e questo riteniamo giustifichi il nome di base naturale.

Cosl abbiamo ricavato presto qualcosa di profondo e di immediata
comprensione sulla base e. Certo, non ne abbiamo dimostrato I'esi-
stenza, ma non lo faremmo nemmeno se la definissimo nel modo usua-
le come Im (1 + %) oppure come somma di una serie, poiché ci sembra

n—o

troppo delicato per lo studente della scuola secondaria.

Approfondimento. Volendo, si pud andare oltre e cogliere I'occasione
per accennare ai numeri trascendenti, come del resto suggeriscono le In-
dicazioni nazionali:

Lo studio [...] di contesti in cui compaiono crescite esponenziali con
il numero e, permetteranno di approfondire la conoscenza dei numeri
reali, con riguardo alla tematica dei numeri trascendenti.

A questo punto il passaggio alla derivata della funzione e e

'® http://laureescientifiche.science.unitn.it/simulazione_risorse/quesito-2.html.
Il video, come dli altri analoghi prodotti con il Laboratorio DiCoMat, € accom-
pagnato da una risoluzione scritta e da alcuni approfondimenti per lo studente.

7 Ispirato da un lavoro di Francesca Arrigoni.
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immediato: basta tradurre la nostra definizione grafica di e nei termini
dell’analisi. Ecco allora che la derivata di e*in x, = O vale 1, ossia proprio
e%; di qui, grazie ancora una volta alle proprieta caratterizzante della
funzione esponenziale, si pud dimostrare che tale uguaglianza vale, in
real\té, per ogni Xx,..

E un risultato notevole, che permette di determinare in modo effi-
ciente I’equazione delle rette tangenti al grafico della funzione espo-
nenziale, e individuare i punti stazionari e la loro natura, come & ri-
chiesto nel foglio di attivita 27, assieme ad altre questioni sulla base
naturale.

Sono gia molti gli aspetti discussi fino qui nel nostro percorso sull’e-
sponenziale. Per questo & opportuno fermarsi € proporre una verifica
sommativa che tenga conto dei punti nodali discussi: un esempio &
verifica 5.

Sviluppi: manipolazioni algebriche, trasformazioni di grafici, di-
mostrazioni, stime...

Nella prima parte abbiamo esaminato equazioni e disequazioni espo-
nenziali e logaritmiche elementari, oppure risolubili mediante i grafici del-
le funzioni base e i loro trasformati. Non serve molto altro in quest’am-
bito, basta allargare un po’ lo sguardo e considerare anche equazioni e
disequazioni definite mediante semplici funzioni composte: con cio in-
tendiamo equazioni riconducibili alla forma a® = a?% o log,f(x) = 109.g(x)
oppure equazioni che hanno struttura di secondo grado, e le corrispon-
denti disequazioni.

La loro risoluzione & fondata rispettivamente sull’iniettivita e sulla
crescenza delle funzioni esponenziale e logaritmo: é la prima volta che
queste due nozioni sono necessarie nel percorso, pertanto questo e
il momento di formalizzarle e da qui in avanti gli studenti dovranno di-
sporne anche in altri contesti, senza ridursi cosi a ripetere le indicazioni
unicamente operative che propongono spesso i libri di testo.

Esempi significativi dei casi che ci sembra utile considerare si trova-
no nel foglio di attivita 22, che riporta anche questioni correlate, come
la rappresentazione del grafico della funzione f(|x|) a partire da quello di
f(x).

Restano da curare alcune ulteriori abilita. Lo si pud fare mediante
il foglio di attivita 23, in cui si approfondisce l'inversione di formule e
dunque la manipolazione di espressioni in vista di un obiettivo; € I'occa-
sione per formalizzare, finalmente, anche la nozione di funzione inversa,
magari attraverso la Situazione di apprendimento Funzione inversa del
progetto [Orientamat, 2006]. Nel foglio si richiede inoltre di effettuare al-
cune stime senza la calcolatrice, di dimostrare semplici uguaglianze tra
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logaritmi e di impiegare in situazioni specifiche le proprieta algebriche
della funzione logaritmo introdotte nelle sezioni precedenti.
Al consolidamento invece € rivolto il foglio di attivita 24.

Non é tutto. Dopo aver ricavato la derivata della funzione esponen-
ziale di base e, non possiamo non esaminare quella della sua inversa.

La dimostrazione ¢ delicata e non la discuteremo, ma come per le
altre funzioni base richiediamo agli studenti di investigare la situazione
e di congetturare il risultato. Si partira dal grafico della funzione logarit-
mo e da questo si dedurra il grafico qualitativo della funzione derivata,
come gia discusso in vari esempi nel percorso sulla derivata (sezione
1.2.4); ora, dal solo disegno non & possibile individuare I'espressione
richiesta, tuttavia, se si assume che la derivata sia una funzione base, si
dovrebbe congetturare presto che si tratta di %

Modelli logaritmici e scala logaritmica

Approfondimenti.
| logaritmi sono stati introdotti storicamente per velocizzare il calcolo,

come abbiamo precisato nelle pagine precedenti, ma, a partire dagli anni
"70 del secolo scorso, sono stati definitivamente sostituiti in questo compi-
to dalle calcolatrici. Allora i logaritmi non servono piu?

Non proprio. Infatti sono fondamentali per schematizzare situazioni di
vario tipo, come ci proponiamo ora di illustrare.

In opportune condizioni, sembra che i logaritmi possano modellizzare
efficacemente la percezione nel’'uomo ([Invernizzi, 2022]). Infatti la risposta
del nostro corpo agli stimoli esterni spesso non ¢ lineare, ossia non funzio-
niamo come termometri a liquido, per i quali, se la temperatura aumenta di
un grado, allora la lunghezza della colonna di liquido aumenta di una stessa
quantita, indipendentemente dal valore iniziale della temperatura.

Ce ne possiamo rendere conto in vari modi. Ad esempio, valutando la
nostra sensibilita alle differenze di peso: appoggiamo prima qualche mac-
cherone sul palmo di una mano, mentre sull’altra poniamo un maccherone
in piu; poi facciamo un’altra prova mettendo un intero sacchetto di mac-
cheroni su un palmo, e un sacchetto con un maccherone in piu sull’altro.
Pensate che in entrambi i casi si riesca a distinguere su quale mano ce ne
sono di piu?

Per affinare I'analisi di come varia la percezione nel’'uomo a seconda del-
lo stimolo esterno, possiamo considerare I'ambito dell’acustica: si parla in
tal caso rispettivamente delle grandezze livello sonoro e intensita dell’onda.
Il loro legame si pud descrivere dicendo che il livello sonoro aumenta di
un’unita quando I'intensita acustica viene moltiplicata per 10 ([Frova, 1999,
pag. 76 e cap. b)); allora perché non rappresentare la corrispondenza me-
diante la tabella della funzione esponenziale di base 10, come del resto
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abbiamo proposto nel foglio di attivita 23? Lo schema grafico permette
infatti di risolvere in modo espressivo varie questioni che invece i libri di
testo di fisica spesso affrontano solo mediante manipolazioni algebriche'®.
Ad esempio:

Determina quanto varia I'intensita dell’onda quando il livello sonoro au-
menta di 3 bel.

Il logaritmo & utile anche per rappresentare in modo espressivo partico-
lari insiemi di dati numerici. Cid avviene mediante la scala logaritmica, come
illustrato nell’attivita Scala logaritmica, un percorso guidato che lo studente
puod affrontare autonomamente — e cosi sviluppare abilita trasversali, quali
interpretare un testo, valutare come impiega cid che sa per apprendere
COoSse nuove — e poi discutere in classe con i compagni e il docente.

Lo strumento si pud mettere subito alla prova impiegandolo per sche-
matizzare il raffreddamento di un corpo, magari mediante I'attivita'® Rarf-
freddamento con i file Raffreddamento1.ggb e Raffreddamento2.ggb. Ma &
interessante far notare ai ragazzi che interviene anche nella rappresentazio-
ne delle note musicali sul pentagramma: infatti, la posizione di una nota &
determinata sostanzialmente dal logaritmo della sua frequenza; se ne parla
in [Maraschini e Palma, 2002, pag. 134], un testo ricco di spunti e per molti
aspetti un ottimo riferimento per costruire percorsi didattici.

1.2.6 Un po’ di geometria sintetica dello spazio

Perché affrontare a scuola la geometria sintetica dello spazio?
Le ragioni sono essenzialmente due. La prima & chiaramente espres-
sa da Villani in [Villani, 20086, pag. 59]:

Viviamo nello spazio tridimensionale.

Ed & precisata nella pagina successiva:

[...] 'insegnamento della geometria razionale del piano e dello spazio si
prefigge due obiettivi fondamentali: [...]

(ll). Fornire uno strumento concettuale atto a descrivere, comprendere
la realta nella quale viviamo e a formalizzare le procedure che utilizziamo
per intervenire su di essa.

'8 Indicano infatti di ricorrere alla nota formula che definisce il bel, un’unita di misura
del volume sonoro. Precisamente, detta / I'intensita dell’onda sonora, espressa
nel S.l. e l, =10"2 W/m?2, il bel & dato da log,q [ .

1% |spirata al lavoro di tesi di Chiara Tomaselli.
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[...] il secondo obiettivo implica necessariamente una conoscenza (al-
meno a grandi linee) della geometria dello spazio.

Inoltre, talvolta questioni di geometria dello spazio si incontrano in
varie discipline, dal disegno tecnico, alla fisica, alla chimica.

Quali aspetti esaminare?

Il tema &€ molto vasto, pertanto si dovranno compiere delle scelte. La
nostra idea € di non limitarsi a calcolare volumi e aree, ma di privilegiare
la visualizzazione spaziale e I'interpretazione di figure, tenendo conto,
naturalmente, di quanto prevedono le Indicazioni nazionali:

Lo studio della geometria piana proseguira con I’estensione allo spa-
zio di alcuni dei temi della geometria piana, anche al fine di sviluppare
'intuizione geometrica. In particolare, saranno studiate le posizioni reci-
proche di rette e piani nello spazio, il parallelismo e la perpendicolarita,
nonché le proprieta dei principali solidi geometrici (in particolare poliedri
e principali solidi di rotazione).

In realta alcuni di questi aspetti sono gia intervenuti nel nostro per-
corso, anche se in modo non sistematico: nell’ambito delle figure simili,
della trigonometria (abbiamo considerato, ad esempio, I'angolo tra la
diagonale del cubo e quella di una sua faccia) e nei problemi di ottimiz-
zazione (in particolare, abbiamo esaminato solidi inscritti nella sfera o
nel cono).

Oggetti e relazioni nello spazio

In questa prima fase proponiamo da una parte di investigare se gli
oggetti gia esaminati nel piano si comportano in modo diverso quando
sono collocati nello spazio e dall’altra di introdurre nuovi oggetti geo-
metrici.

Vediamo piu nel dettaglio gli aspetti che secondo noi vanno discussi
con gli studenti.

* Assioma di appartenenza relativo al piano.
Ossia tre punti non allineati appartengono ad un unico piano. E un
fatto che sara utile anche piu avanti, nel’ambito della geometria
analitica dello spazio, per determinare con maggior consapevolezza
I’equazione del piano che passa per alcuni punti assegnati.

e Parallelismo nello spazio.

Basta che due rette non abbiano punti in comune per concludere
che sono parallele?
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Per esplorare la situazione conviene fare delle prove con due ba-
stoncini e magari costruire un cubo di carta ed esaminare come
sono disposti gli spigoli. Entrambi sono strumenti efficaci per investi-
gare il problema e lo sono anche per analizzare questioni analoghe,
tuttavia si deve fare attenzione a non ridurre i segmenti ai bastoncini,
come ricorda Lucio Russo in [Russo, 1998, pag. 32 e 105]:

Le sostituzioni di segmenti con bastoncini cominciano ad avere effetto,
convincendo gli studenti dell’inutilita degli enti teorici. Ho rabbrividito
ascoltando, da uno studente [...] 'argomento che la geometria e falsa
poiché non esistono veri segmenti, in quanto tutto ha uno spessore. [...]

La scienza consiste nella formulazione di “teorie” per spiegare i fatti”,
Chiunque si opponga all’uso di concetti teorici in nome della concretez-
za conduce quindi una battaglia contro il metodo scientifico.

Per questa ragione & opportuno discutere con i ragazzi il ruolo che
hanno i modelli materiali nella geometria solida, che poi € lo stesso
che hanno i disegni nella geometria piana: sono rappresentazioni
degli enti geometrici, ma, per quanto espressive, non sono gli enti
geometrici; sono utili riferimenti per esplorare e per comprendere,
ma poi si devono abbandonare per pensare in termini generali ed
astratti.

Perpendicolarita nello spazio.

Nel piano, data una retta ed un suo punto, esiste un’unica perpen-
dicolare che passa per quel punto; nello spazio vale ancora questo
risultato?

Anche in questa situazione conviene far riferimento ad oggetti ma-
teriali, e pure al software con I'attivita descritta nel file RettePerpen-
dicolari.ggb.

Quali risultati teorici giustificano i procedimenti utilizzati spesso dai
muratori per stabilire se il pavimento € orizzontale oppure se uno
spigolo € perpendicolare ad un dato piano?

Ne discute Villani in [Villani, 2006, pag. 65]. | muratori appoggiano
una livella in due direzioni diverse nella prima situazione, mentre nella
seconda utilizzano due squadrette e dispongono un cateto di cia-
scuna lungo lo spigolo. Entrambi i procedimenti si fondano sul fatto
che se due rette sono perpendicolari ad una retta r in uno stesso
punto, allora il piano individuato dalle prime due rette & perpendico-
lare ad r.
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*  Prismi, piramidi, solidi di rotazione.

Per esaminare questi solidi basta introdurre poche definizioni, ad
esempio quella di piramide retta, poiché poche sono quelle che ser-
vono davvero per rendere piu chiara la comunicazione in classe.
Peraltro diverse formalizzazioni sono articolate, e, provando a sem-
plificarle, si rischia di ottenere versioni imprecise, come abbiamo gia
osservato a proposito della definizione di angolo nella classe prima
in [Cappello e Innocenti, 2022, pag. 48]. Piuttosto i ragazzi dovreb-
bero avere in mente alcune rappresentazioni di tali solidi, saperle
tradurre in un disegno (in modo critico, per non ridurre i segmenti
a bastoncini), e disporre delle loro caratteristiche fondamentali; ad
esempio, non serve conoscano una definizione rigorosa di prisma,
ma devono sapere che in un prisma le basi sono uguali e parallele.

Per ragioni analoghe & opportuno limitarsi a pochi risultati. L'ugua-
glianza degli apotemi nella piramide retta € uno di questi, e lo si
puo ricavare mediante una giustificazione informale. Invece, anche
se compare su ogni libro di testo, non introdurremmo il teorema
delle tre perpendicolari, poiché si utilizza per dimostrare la perpen-
dicolarita tra rette in situazioni in cui spesso possiamo accontentarci
dell’intuizione, e per gli studenti & difficile comprenderne il senso e
la portata.

Proseguendo nel nostro esame dei solidi, ci si pud chiedere:

Quali figure si ottengono ruotando rettangoli, triangoli, semicirconfe-
renze attorno ad un asse?

Ecco come si possono introdurre i solidi di rotazione; naturalmente
si dovra poi lasciare... spazio alle prove degli studenti e alla discus-
sione. E con questi abbiamo indicato tutti gli oggetti della geometria
solida che ci sembrano irrinunciabili.

Approfondimento.

C’e una relazione tra il numero degli elementi caratteristici dei poliedri,
ossia tra il numero di facce, di vertici e di spigoli?

Si pud provare a congetturarla iniziando con I’esaminare alcuni esempi
di solidi. La dimostrazione della formula, nota come formula di Eulero, &
impegnativa e si pud omettere; piuttosto & significativo discutere il proces-
so storico di costruzione e di validazione della formula, che & paradigmatico
di come si sviluppa la matematica. Come illustrato in [Lakatos, 1979], si
assiste al ripetersi ciclicamente di varie fasi: la produzione di congetture —
nate dall’esame di casi specifici —, i tentativi di dimostrazione, le confutazio-
ni della validita della dimostrazione o dell’enunciato — mediante opportuni
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controesempi —, e le successive revisioni della teoria, in particolare delle
definizioni. Merita discuterne con gli studenti.

Il testo ha poi un ulteriore motivo di interesse per il docente, visto che
propone una chiara critica alla didattica tradizionale, come a pag. 185:

La metodologia euclidea ha sviluppato un certo stile di presentazione
obbligatorio. Vi faro riferimento come “stile deduttivista”. [...] Lo studen-
te di matematica e costretto a sequire questo gioco di prestigio, senza
fare domande né sui precedenti né su come questo gioco viene esequi-
to. [...] La matematica € presentata come un insieme sempre in crescita
di verita eterne ed immutabili. Controesempi, confutazione e critica non
vi possono mai entrare. [...] sono eliminate la congettura primitiva, le
confutazioni e la critica della dimostrazione. Lo stile deduttivista occulta
la lotta, occulta 'avventura.

In sintesi, presentare solo la sistemazione finale di un argomento forni-
sce un’idea distorta della matematica e la riduce ad una vuota sequenza di
definizioni e teoremi.

Oltre alla formula di Eulero, € interessante approfondire i poliedri rego-
lari.

Per iniziare si possono osservare alcuni modelli materiali di tali solidi. Poi
si pud dimostrare che ne esistono al piti cinque: il procedimento €& signifi-
cativo e fornisce un ulteriore spunto per riflettere con gli studenti sul signi-
ficato e sul ruolo della dimostrazione; infatti non proponiamo di dimostrare
I'esistenza di tali solidi (la prova per via sintetica € articolata), ma solo il fatto
che, se esistono, non possono essere piu di cinque.

Eppure non & solo una questione strettamente matematica: la lettura
Poliedri regolari mostra che i solidi platonici intervengono in vari ambiti,
dalla filosofia alla chimica, dalla biologia all’arte; e che il pallone da calcio,
almeno quello in uso tra il 1968 e il 2006 nelle partite ufficiali, & un modello
di solido semiregolare. Non si tratta di semplici curiosita, ma di situazioni
ricche e significative, che contribuiscono a formare una visione piu comple-
ta della matematica e della cultura, e pertanto vanno esaminate in profon-
dita, invitando gli studenti a comprendere le giustificazioni sottese, senza
fermarsi a guardare unicamente le figure.

Area della superficie e volume

E un tema che di solito si affronta gia nella scuola secondaria di
primo grado. Al liceo € opportuno considerare nuovamente alcuni
aspetti per analizzarli piu in profondita, e passare dall’approccio intu-
itivo, caratteristico del primo ciclo, a quello razionale, almeno in alcuni
casi significativi. Cosa esaminare e come farlo € quanto ci proponiamo
di indicare brevemente di seguito.
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Prisma.

Le formule del volume e dell’area sono quelle che ci si aspetta. Per
la prima basta una giustificazione intuitiva, che si basi su una versio-
ne informale del principio di Cavalieri, ma senza applicarlo rigorosa-
mente: preferiamo approfondire risultati pit significativi.

Piramide.

Per studiare il volume della piramide € illuminante suddividere il cubo
in tre piramidi uguali e lo si pud fare anche materialmente, seguendo
I'attivita Dall’esplosione del cubo al volume della piramide con il file®°
EsplosioneCubo.ggb.

Naturalmente I'obiettivo del lavoro € congetturare la formula che for-
nisce il volume della piramide e, soprattutto, provare a giustificar-
la. Nel nostro caso, in sostanza, si tratta di spiegare perché le tre
piramidi ricavate dall’esplosione sono uguali: si pud osservare, ad
esempio, che sono uguali le basi, dato che sono facce del cubo, e
che i vertici sono “posti ugualmente” rispetto alle basi, visto che le
altezze delle piramidi sono anche spigoli del cubo.

Un approccio analogo € proposto in [Lang, 2015] e prevede di sud-
dividere il cubo in 6 piramidi uguali con base una faccia del cubo e
con vertice il centro del cubo. Come il precedente, non e relativo alla
generica piramide, ma, come il precedente, € indubbiamente piu
espressivo e formativo di quello tradizionale, che si basa invece su
una costruzione delicata e difficile da visualizzare.

Piuttosto di considerare il caso generale preferiamo ricavare la for-
mula del volume del tronco di piramide in funzione dell’area del-
le basi e dell’altezza del solido. Le ragioni sono pit di una, ma la
principale & che il procedimento sfrutta un importante risultato sulle
piramidi simili nello spazio, che mette in relazione triangoli posti su
piani diversi, € dunque riguarda una situazione propria della geome-
tria solida: si tratta dell’'uguaglianza del rapporto tra le altezze e del
rapporto tra due qualsiasi lati corrispondenti delle loro basi.

Cilindro e cono.

“Metterci le mani” e poi giustificare razionalmente & ancora una volta
quanto ci proponiamo di fare. In sostanza, si tratta di sviluppare la
superficie laterale del cono e accorgersi che si ottiene un settore di
cerchio; meglio ancora se o sviluppo viene eseguito anche material-
mente, tagliando lungo un apotema. Il cilindro si pud esaminare in
modo analogo.

? Realizzato da Michele Avancini.
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* La sfera e il principio di Cavalier.

C’e un problema: mentre nel piano due poligoni hanno la stessa
area se e solo se sono equiscomponibili, nello spazio due polie-
dri possono avere lo stesso volume senza per questo essere equi-
scomponibili. E una questione rilevante, legata ad uno dei celebri
problemi?' posti da Hilbert al Congresso internazionale dei matema-
tici (ICM) che si & tenuto a Parigi nel 1900. Tuttavia cio che qui piu
ci interessa & che I'affermazione iniziale ha, purtroppo, una precisa
conseguenza: per ricavare il volume dei solidi non si pud utilizzare
sempre |'equiscomposizione, come invece avviene nel piano, ma si
deve ricorrere ad altri approcci; ad esempio, al principio di Cavalieri.
Mediante questo strumento si pud ricavare, ad esempio, la formula
del volume della sfera confrontando le sezioni di un cono equilate-
ro con quelle della “scodella di Galileo”, cioé un cilindro equilatero
meno una sfera dello stesso diametro; per esplorare la situazione
si puo ricorrere al software con I'attivita descritta nel file Scodella.
ggb. In aggiunta si pud osservare che I'area della superficie sferica
& uguale all’'area della superficie laterale del cilindro circoscritto; un
risultato significativo, al punto da essere raffigurato nel logo dell’UMI
in uso prima dell’attuale!

Oltre a discutere le diverse questioni illustrate in questa sezione si
considereranno semplici problemi sul calcolo di lunghezze, aree e volu-
mi, ancora una volta con I’obiettivo prioritario di sviluppare abilita quali
I'interpretazione di figure € la visualizzazione spaziale. Se ne trovano su
ogni libro di testo e noi ne proponiamo alcuni nel foglio di attivita 25.

Invece un esempio di verifica su questi aspetti € anche sulla parte
finale del percorso sulla funzione esponenziale e logaritmo & verifica 6.

1.2.7 Statistica: sviluppi

Rappresentare dati, elaborarli ed analizzarli sono attivita significative
e molto importanti per comprendere il mondo in cui viviamo. Lo ab-
biamo gia osservato nel percorso relativo al primo biennio ([Cappello e
Innocenti, 2022, sez. 2.2.6]), in cui ci siamo occupati degli aspetti ele-
mentari della statistica descrittiva, ossia della rappresentazione dei dati

1 Sj tratta del terzo problema e una sua formulazione & questa:
Trovare due tetraedri di basi uguali e uguali altezze che non possano in alcun
modo essere scomposti in un numero finito di tetraedri congruenti, né possano
essere combinati con un numero finito di tetraedri congruenti a formare due po-
liedri che possano essere a loro volta scomposti in un numero finito di tetraedri
congruenti.
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mediante frequenze relative e cumulate nonché mediante istogrammi e
aerogrammi, e della sintesi dei dati attraverso valori di posizione — me-
dia e mediana — e di dispersione — distanza interquartile e schematizza-
zione mediante box-plot.

Correlazione e retta di regressione

Nel secondo biennio le Indicazioni nazionali prevedono per la stati-
stica obiettivi specifici di apprendimento piuttosto impegnativi:

Lo studente, in ambiti via via pitt complessi, il cui studio sara sviluppa-
to il pit possibile in collegamento con le altre discipline e in cui i dati
potranno essere raccolti direttamente dagli studenti, apprendera a far
uso delle distribuzioni doppie condizionate e marginali, dei concetti
di deviazione standard, dipendenza, correlazione e regressione, e di
campione.

Noi proponiamo di focalizzare I'attenzione sulla correlazione tra due
grandezze e sulla retta di regressione. In sostanza si tratta di esaminare
due questioni.

* Provare a stabilire se ¢’é una relazione tra due grandezze relative agli
individui di una popolazione, ad esempio tra la statura e il peso, op-
pure relative agli stati che pud assumere un sistema, ad esempio tra
I'intensita della corrente e la differenza di potenziale in un resistore.

* Se si presume che una qualche relazione ci sia, siamo interessati a
modellizzarla mediante un’opportuna funzione.
Ora, in varie situazioni, 0 comungue almeno in prima battuta, & ragio-
nevole farlo mediante una funzione della forma y = f(x) = ax + b, dove
X e y sono le due grandezze in esame; la domanda diventa allora:
tra tutte le funzioni di tale tipo, qual & quella che decidiamo essere
il miglior modello della dipendenza tra le due grandezze? Il grafico
della funzione ottimale ¢€ la retta di regressione.
Cosl si introduce anche un nuovo indice di dispersione, la varianza,
visto che interviene nell’equazione di tale retta, e si potra accennare
alla deviazione standard, citata nelle Indicazioni nazionali.

Tali questioni, a nostro avviso, vanno proposte in classe senza ad-
dentrarsi troppo in dettagli tecnici, ma discutendo le idee di base in
modo che gli studenti possano da una parte prendere confidenza con
alcuni strumenti elementari e dall’altra costruire una rete di conoscen-
ze e abilita su cui fondare gli approfondimenti che magari faranno in
futuro.
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Un percorso

Per iniziare si pud discutere un problema come quello proposto
nell’attivita Correlazione Rifiuti con il file CorrelazioneDatiRifiuti.xIsx, o
altri analoghi i cui dati sono raccolti dagli studenti stessi, magari in la-
boratorio di fisica.

Considera la quantita di rifiuti pro-capite e il PIL pro-capite nella pro-
vincia di Trento relativi ad alcuni anni (fonte ISPAT?2).

- Secondo te, c’e una relazione tra le due grandezze?

- Se s, di che tipo? Prova a precisaria.

Come sempre, i ragazzi vanno lasciati liberi di esplorare la questione
e di discuterla tra loro. Dal confronto dovrebbero perd emergere alcuni
aspetti importanti: € utile rappresentare i dati nel piano cartesiano; se
due grandezze sono dipendenti non significa necessariamente che una
sia la causa dell’altra; non si tratta di individuare la funzione “giusta” che
esprime la dipendenza tra le due variabili, ma di fare alcune scelte e, a
partire da queste, costruire una funzione che modellizzi la situazione, ed
€ una nostra decisione che lo faccia; non ha senso che il grafico della
funzione passi esattamente per i dati, visto che questi sono soggetti a
rumore, 0ssia a variazioni in parte dovute al caso; il modello puo servire
anche per fare previsioni, ad esempio a congetturare ulteriori coppie di
valori delle due grandezze.

Dopo questa fase esplorativa si pud esaminare piu in generale la
questione e osservare alcune “nuvole” di dati, ossia rappresentazio-
ni nel piano cartesiano di insiemi di coppie (x, y), dove x;e y, sono i
valori delle due grandezze assunti dall’i-esimo individuo della popo-
lazione, come € proposto in [Villani, 2007, pag. 232]. In alcuni casi si
scorgeranno delle regolarita, ad esempio che al crescere dei valori
di una grandezza anche i corrispondenti valori dell’altra tendono ad
aumentare, ma in altri non si notera alcun legame; ecco allora che,
per effettuare una prima distinzione tra le diverse configurazioni, si in-
trodurra la covarianza tra le variabili statistiche, e si potra giustificarne
la definizione mediante considerazioni analoghe a quelle esposte in
[Sasso, 2020, pag. 19].

Presa confidenza con la situazione, si puo tornare al problema ini-

2 https://statweb.provincia.tn.it/annuario/(S(4ktfcpbkd23gdbif4tuun5ec))/default.
aspx?t=ss&f=0
| dati sono riportati nel file CorrelazioneDatiRiufiuti.xIsx. La situazione & stata sug-
gerita da Marica Valente.
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ziale e precisare I’'analisi dei dati, provando a costruire una funzione che
modellizzi la relazione tra le due grandezze.

Come dicevamo, in varie situazioni 0 almeno in prima approssimazione,
€ ragionevole considerare una funzione della forma y = fix) = ax + b; ma
come determinare i parametri a € b? Un criterio per farlo € quello noto
come metodo dei minimi quadrati, che si basa sull'idea di considerare,
per ogni dato, la differenza tra il valore misurato y; e il valore f(x) previsto
dal modello, e di considerare poi come errore complessivo la somma
dei quadrati dei singoli errori, ossia } (y; - f(x))*: la funzione ottimale f e
quella per cui € minimo I'errore complessivo.

Per ricavare il valore di a e b si fara ricorso al foglio di calcolo, piut-
tosto in classe & importante discutere il significato di tale funzione e il
procedimento sotteso.

Un modo alla portata degli studenti della scuola secondaria € osser-
vare innanzitutto che tale retta passa per il baricentro dei dati, ossia per
il punto (m,, m,), le cui coordinate sono rispettivamente la media aritme-
tica dei dati x; e dei dati y,; € un fatto ragionevole, ma e bene ricordare
ai ragazzi che lo si pud dimostrare, anche se in classe non lo facciamo.
Per semplificare ulteriormente la procedura conviene considerare prima
il caso in cui il baricentro (m,, m,) & nell’origine (0, 0): la funzione da
minimizzare diviene allora ) (ax; - y)?, che e una funzione polinomiale di
secondo grado nella sola variabile a, della quale si puo trovare il punto
2XY

X2
La formula generale per la pendenza della retta di regressione si riéava
infine traslando i dati in modo che il nuovo baricentro sia I'origine, ossia
considerando i dati (x, — m,,y, — m,), e applicando ad essi la formula

relativa al caso speciale appena esaminato?.

In definitiva si ottiene a = COVO#, dove cov(X, Y) & la covarianza tra

X
la squenza qll dati Xy Xy weer X, ela sequgnza di dati Vi Yo wees Yo men—
tre of & la varianza dei dati x,, x,, ..., X ; Ci sono ora tutti gli elementi che
servono per scrivere I'equazione della retta di regressione, visto che si
conosce la sua pendenza a ed un suo punto, il baricentro dei dati.

di minimo anche senza ricorrere alla derivata, ottenendo cosi a =

Con questi strumenti si puo rispondere alle domande poste nel pro-
blema iniziale. Il calcolo effettivo dell’equazione della retta di regressione

% |nfatti la pendenza della retta di regressione relativa ai dati iniziali (x, y) € uguale
alla pendenza della retta relativa ai nuovi dati (x, —m , y,.—m,), visto che si otten-
Z(Xr =myP (y,—mf
2= myy
Infine osserviamo che, per definizione di covarianza, il numeratore di tale espres-

gono dai primi mediante una traslazione. Si ha cosia=

sione & uguale alla covarianza tra i dati x, e i dati y, e, per definizione di varianza,
il denominatore & uguale alla varianza dei dati x..
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e la sua rappresentazione grafica vanno demandati al foglio elettronico,
come e mostrato nel file CorrelazioneRifiuti. xIsx; tuttavia si puo ricorrere
anche ad un software, magari in collaborazione con il docente di infor-
matica.

Un’attivita analoga € Correlazione voti con il file CorrelazioneEsame-
Dati.xlsx, CorrelazioneEsame.xlsx, e un’altra ancora ¢ illustrata in un vi-
deo?* che mostra come si pud esaminare il legame tra eta e durata della
degenza in ospedale di pazienti ricoverati per infezione da Covid-19,
basandosi su un caso di studio.

Approfondimento. Volendo si pud discutere come misurare il grado di
correlazione tra due variabili. L'idea € di partire dalla covarianza e dividere
per il suo valore massimo (ma si pud anche pensare di partire dalla pen-
denza della retta di regressione e simmetrizzarla rispetto alle due variabili),

e introdurre cosl la quantita %, che si chiama coefficiente di corre-
XUy

lazione?®®. Per quanto osservato prima a proposito della covarianza, esso &
proprio una misura del legame tra le variabili considerate.

Tale coefficiente € un valore compreso tra —1 e 1, poiché si pud dimo-
strare che vale —oy0, < cov(XY) < 0x0y. E precisamente, se e vicino a 1 op-
pure a —1 si ritiene che ci sia qualche dipendenza fra le variabili, mentre se
in modulo & minore di 0,5 si ritiene che la dipendenza di solito sia piccola.

Precisati questi aspetti, gli studenti possono tornare ad esaminare i pro-
blemi discussi nelle attivita precedenti e approfondirne I’analisi, calcolando
mediante il foglio elettronico il coefficiente di correlazione.

Quanto discusso fino a qui nel capitolo costituisce, a nostro avviso,
cio che merita affrontare nella classe terza. Per il lavoro estivo propo-
niamo la lettura Letture classe terza e il foglio di attivita 26, che riporta le
questioni nodali affrontate nel corso dell’anno scolastico e di cui & bene
disporre a lungo.

2 video & stato realizzato da Laura Ventura dell’Universita di Padova: https://
www.youtube.com/watch?v=zNERNwVoJAw
% Precisamente coefficiente di Pearson.
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https://www.youtube.com/watch?v=zNERNwVoJAw
https:// www.youtube.com/watch?v=zNERNwVoJAw
https:// www.youtube.com/watch?v=zNERNwVoJAw

1.8 Un percorso in sintesi

Nei paragrafi precedenti abbiamo illustrato le scelte didattiche che
ci sembra opportuno compiere per la classe terza e abbiamo mostrato
come si possono declinare in un percorso annuale. Ci proponiamo ora
di fornire un rapido sguardo d’insieme sulla nostra proposta, e lo fare-
mo mediante una tabella che riporta i contenuti e le modalita nonché
un’indicazione di massima dei tempi richiesti per affrontare tali aspetti.

Lo schema puo servire al docente per progettare il proprio percorso,
poiché per compiere scelte efficaci, oltre a fissare criteri generali per
decidere cosa proporre e come farlo, & opportuno tener presente I'in-
tera programmagzione: diversi contenuti, infatti, non sono significativi in
sé, ma lo diventano o0 meno a seconda di quanto si intende affrontare
nell’arco del quinguennio o almeno di un anno scolastico. Ad esempio,
se si decide di anticipare la derivata alla classe terza, allora in geometria
analitica non si adottera il classico approccio “discriminante nullo” per
calcolare la pendenza della retta tangente, sia per ragioni di tempo sia
perché e piu efficace ricorrere al nuovo strumento introdotto; cosi si
perde un’occasione per operare con i parametri, ma si potra farlo piu
avanti e proprio nel’ambito del calcolo differenziale, che del resto e un
contesto che sembra motivare di piu gli studenti.

La sintesi che proponiamo si basa sulla nostra esperienza, sulle spe-
rimentazioni effettuate in numerose classi e sulle riflessioni che ne sono
seguite, ma non vuole in alcun modo essere un modello da adottare in
ogni dettaglio. Anzi, ci auguriamo che, come l'intero volume, sia utile
al docente per riflettere e chiarire il proprio pensiero, ma per effettuare
poi le proprie scelte e costruire il proprio percorso; la nostra proposta e
solo un esempio di come lo si pu0 fare, e, prima ancora, la prova che
lo si puo fare.

Considerando aspetti piu pratici, lo schema prevede che siano gia
stati esaminati gli aspetti principali del percorso relativo al primo bien-
nio, sintetizzato in [Cappello e Innocenti, 2022, sez. 2.4]; in particolare,
la retta nel piano cartesiano a partire dalla nozione di pendenza, le fun-
zioni e i grafici per interpretare equazioni e disequazioni e per modelliz-
zare, nonché la funzione polinomiale di secondo grado. Sono prerequi-
siti fondamentali e vanno eventualmente recuperati nel corso dell’anno
scolastico, posticipando magari alla classe quarta alcuni contenuti pre-
visti per la classe terza, ad esempio alcune parti della derivata, oppure
tralasciando gli approfondimenti.

La tabella & suddivisa in blocchi, ossia parti elementari del percorso,
ciascuno dei quali corrisponde ad una specifica sezione del paragrafo
1.2 in cui € esaminato: precisamente il blocco 1. Geometria analitica
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e illustrato nella sezione 1.2.1, il blocco 2. Coniche: uno sguardo nella

sezione 1.2.2...

Nella colonna destra sono riportati i tempi, che comprendono le veri-
fiche e prevedono un impegno annuale complessivo di 120 unita orarie
di lezione?®; la stima si basa sull’ipotesi di disporre di 4 unita orarie a
settimana — secondo quanto stabilisce la normativa per i Licei scientifici
— e sulla considerazione che alcune di esse vengono impiegate in attivi-

ta quali uscite didattiche, assemblee studentesche o progetti.

CONTENUTI e MODALITA Ui
(unita orarie)

1. Geometria analitica

Contesto storico e culturale in cui si & sviluppata la ge-
ometria analitica. Curve nel piano cartesiano: richiami
sull’appartenenza di un punto ad una curva di equazione
data, intersezioni con rette, simmetrie; dal luogo all’e-
quazione; applicazioni (cissoide e duplicazione del cubo,
cardioide e microfoni...). Espressivita della geometria e
potenza dell’algebra.

Equazione della circonferenza nella forma
X = X2 + (v — ¥,)? = r* e completamento dei quadrati;
circonferenza per tre punti anche mediante I'intersezione
di due assi; intersezioni con rette; equazione della ret-
ta tangente alla circonferenza in un suo punto mediante
la perpendicolarita del raggio. Semplici questioni risolte
sfruttando anche proprieta sintetiche (ad esempio, di-
stanza del centro da una corda).

Descrizione di sottoinsiemi del piano per mezzo di dise-
quazioni.

2. Coniche: uno sguardo

Visualizzazione delle sezioni del cono; dall’interesse spe-
culativo alle applicazioni nell’arte, in astronomia, nelle co-
struzioni. ..

Ellisse come luogo geometrico, costruzione anche mate-
riale della curva, relazione tra distanza focale e lunghez-
za degli assi. Equazione dell’ellisse; eccentricita, ellisse

12

% Nella sperimentazione del percorso nelle nostre classi ogni unita oraria & di 50

minuti.
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come dilatazione della circonferenza, giustificazione del-
la formula dell’area del sottoinsieme del piano delimitato
dall’ellisse. Orbite, proprieta focali di riflessione ed appli-
cazioni tecnologiche (ad esempio, volte ellissoidalj).
Equazione della parabola con asse di simmetria verticale,
parabola per tre punti, cenni alle proprieta focali di rifles-
sione.

Interpretazione di grafici di funzioni come (parti di) coni-
che: funzione \a® - x?, in casi semplici estensione dell’ap-
proccio risolutivo alle equazioni e disequazioni sviluppato
nel primo biennio. Facciamo il punto sulle equazioni ir-
razionali: controllo delle soluzioni per sostituzione, analisi
dell’equivalenza delle equazioni che si ottengono elevan-
do al quadrato o al cubo.

3. Trigonometria del triangolo

Misura degli angoli in radianti.

Richiami sulla definizione di tangente, seno e cose-
no nel triangolo rettangolo. Relazioni fondamentali
sin2o + cos?o.= 1 e Sc')r;((‘x = tana.

Teorema del coseno e modulo della somma di vettori, di-
Stanze topografiche... Interpretazione di figure nel piano
e nello spazio e determinazione degli elementi incogniti;
latitudine e longitudine.

4. Derivata: un primo approccio

Problemi di massimo e minimo, pendenza della retta tan-
gente al grafico di una funzione; approssimazioni della
pendenza mediante il righello e mediante il software.

Definizione di derivata, interpretazione in vari contesti (ve-
locita, costo marginale...), derivata come tasso di varia-
zione istantaneo di una funzione. Motivi che hanno con-
dotto alla nascita del calcolo differenziale nel XVII secolo.
Aspetti di calcolo: derivata delle funzioni potenza, linearita
della derivata. Applicazione all’equazione delle rette tan-
genti e alla cinematica.

Funzione derivata; crescenza (decrescenza) di una fun-
zione e segno della derivata, massimi (minimi) di una fun-
zione e zeri della derivata, natura dei punti stazionari: una
giustificazione informale. Risoluzione di semplici problemi
di ottimizzazione mediante lo strumento derivata, in parti-
colare nell’ambito della geometria piana e solida.
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Ulteriori aspetti di calcolo: formule del prodotto e del quo-
Ziente di funzioni; utilizzo per abbozzare il grafico di fun-
zioni razionali e irrazionali elementari.

Famiglie di funzioni al variare di uno o pitu parametri e
condizioni sulla pendenza del grafico.

5. Funzione esponenziale e logaritmo

Modelli esponenziali (capitalizzazione composta, decadi-
menti...) e confronto con i modelli lineari (capitalizzazione
semplice).

Funzione esponenziale sull’insieme dei numeri naturali: ri-
chiami sulla proprieta caratterizzante fix + y) = f(x) - fly) ed
interpretazione come “regola di spostamento”, grafico e
stime. Funzione logaritmo come inversa dell’esponenzia-
le, corrispondenti proprieta algebriche.

Estensione delle funzioni esponenziale e del logaritmo
al numeri interi, ai razionali e (cenni) ai reali. Formula del
cambiamento di base e determinazione di valori appros-
simati con la calcolatrice.

Equazioni e disequazioni esponenziali e logaritmiche ele-
mentari: interpretazione mediante le funzioni e i grafici,
stima delle soluzioni. Esame di modelli esponenziali me-
diante i nuovi strumenti sviluppati.

Una base naturale: dalla pendenza del grafico al numero
e, cenni ai numeri trascendenti.

Proprieta caratterizzante e giustificazione della derivata
della funzione €*; derivata della funzione Inx (giustificazio-
ne grafica).

Semplici equazioni e disequazioni esponenziali e logarit-
miche costruite con funzioni composte; dal grafico di una
funzione f al grafico di f—x) e f(|x|). Definizione dli funzione
inversa, iniettiva, crescente (decrescente).

Dimostrare semplici uguaglianze utilizzando le proprieta
dei logaritmi.

Approfondimenti: logaritmo e percezione dei sensi
nell’'uomo, intensita sonora e volume sonoro; dai dati al
modello, scala logaritmica.

6. Geometria sintetica dello spazio

Assioma di appartenenza relativo allo spazio. Parallelismo
e perpendicolarita di rette nello spazio, applicazioni in edi-
lizia.

10
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Prismi, piramidl, solidi di rotazione; uguaglianza dei rap-
porti tra le altezze e tra i lati delle basi di piramidi ottenute
mediante sezioni parallele alla base.

Volumi e aree delle superfici dei principali solidi: “esplo- 12
sione” del cubo (anche con modelli material)) e volume
della piramide, sviluppo piano del cono e area della su-
perficie laterale, principio di Cavalieri e dimostrazione del-
la formula del volume della sfera.

Approfondimenti. Formula di Eulero per i solidi; poliedri
regolari in vari ambiti (scienze, arte, filosofia), dimostrazio-
ne che ne esistono al pit cinque; pallone da calcio.

7. Statistica: sviluppi?’

Correlazione tra due grandezze e covarianza.

Un possibile modello del legame: retta di regressione e
determinazione di una formula per i coefficienti mediante
il metodo dei minimi quadrati.

Analisi di situazioni e dati reali mediante il foglio elettro-
nico.

Ulteriori indici di dispersione: varianza e deviazione stan-
dard.

Approfondimento: coefficiente di correlazione di Pearson
e misura della correlazione.
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2. Un percorso per la classe quarta:
e scelte didattiche

Nel capitolo 1 ci siamo occupati della classe terza. Con le stesse
attenzioni e le stesse modalita ci proponiamo ora di illustrare la nostra
proposta per la quarta, anche se la distinzione tra i due percorsi non &
netta, visto che vari aspetti si possono affrontare in una classe o nell’al-
tra, in base al contesto e al proprio modo di intendere I'insegnamento
e 'apprendimento.

In estrema sintesi, nella classe terza abbiamo proposto di affrontare
alcuni aspetti essenziali della geometria analitica del piano, completare
la trigonometria del triangolo, anticipare la derivata, esaminare come
opera la funzione esponenziale ed, eventualmente, dare uno sguardo
alla geometria sintetica dello spazio e agli sviluppi della statistica. Tut-
tavia, nel capitolo precedente piu che il cosa abbiamo curato il come,
altrimenti il rischio & che gli studenti assistano ad un racconto, ma non
ne siano i protagonisti, guardino contenuti e strumenti, ma non li veda-
no davvero, non ne trovino un Senso, Non se Ne approprind € Non ne
dispongano a lungo.

2.1 Alcune scelte didattiche generali

Si pud iniziare I'anno scolastico con 'esame delle funzioni trigono-
metriche, cosi da completare da una parte la trigonometria e dall’altra
lo studio delle funzioni base'. Il loro ruolo & ricordato in [Accascina et
al., 2006, pag. 53]:

' Ricordiamo che per funzioni base intendiamo le funzioni potenza (e dunque, in
particolare, le radici), le funzioni esponenziali e logaritmiche, le funzioni trigono-
metriche seno, coseno e tangente e le loro inverse.
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Le funzioni trigonometriche sono perd importanti non tanto per la loro
relazione con i lati e gli angoli di un triangolo, quanto per le loro speciali
proprieta, che le rendono strumenti fondamentali per la modellizzazione
dei fenomeni periodici, come quelli che si incontrano in molti problemi
della fisica e dell’ingegneria (ad esempio moti armonici, moti planetari,
fenomeni ondulatori).

Anche per questo riteniamo che si dovrebbe dare attenzione all’a-
nalisi di semplici modelli periodici e ai grafici delle funzioni trigonometri-
che, e non occuparsi (quasi) solo di formule ed equazioni, come invece
sembrano fare i libri di testo. Lo avevamo osservato anche a proposito
della funzione esponenziale, nel capitolo precedente.

Un altro tema che & gia stato introdotto nelle classi precedenti & il
calcolo delle probabilita. La nostra idea € di dare uno sguardo indietro
e uno avanti, ovvero da un lato approfondire la probabilita condizionata
e consolidare dunque quanto affrontato nel primo biennio e dall’altro
introdurre lo schema delle prove ripetute e cosi preparare alle distri-
buzioni di probabilita, previste dalle Indicazioni nazionali [MIUR, 2010]
per la classe quinta del Liceo scientifico e dell’opzione delle Scienze
applicate.

Infatti la probabilita di eventi che dipendono da altri € gia comparsa
nel nostro percorso per la classe seconda, nelle situazioni che si
possono ricondurre allo schema base dell’urna senza reinserimento;
ora si tratta di precisarla e di farlo a partire dall’esigenza — che vorrem-
mo fosse degli studenti e non del docente —, di rappresentare e discu-
tere in modo efficace problemi piu articolati, come risalire alla probabilita
delle “cause” nel’lambito dei test clinici.

Il modello delle prove ripetute, invece, va affrontato poiché e uno
schema di base, nel senso che modellizza situazioni di vario tipo, &
quello che per la sua semplicita si utilizza spesso in prima battuta, e
permette di ottenere le principali distribuzioni previste dalla normativa,
ossia la binomiale, la normale e la distribuzione di Poisson; ma anche
perché tale schema prepara, dal punto di vista didattico, alle distribu-
zioni di probabilita. Ne parleremo nelle prossime sezioni.

La scelta forse piu innovativa per la classe terza e stata anticipare
I'introduzione della derivata; per non disperderne i benefici, € opportu-
no prosequire il percorso e arricchire gli strumenti a disposizione, intro-
ducendo la derivata di funzioni composte. Potendo contare su un insie-
me di funzioni pit vasto, si potranno approfondire le questioni discusse
nella classe precedente, quali determinare I'equazione delle rette tan-
genti, individuare punti stazionari, risolvere problemi di ottimizzazione,
schematizzare variazioni in fisica e in altri ambiti.

88



E finalmente arriviamo ai limiti. Esaminarli permette di precisare |l
comportamento di una funzione agli estremi dell’insieme di definizione
ma anche di comprendere piu in profondita la definizione di derivata,
nonché la definizione di integrale e la continuita delle funzioni, di cui Ci
occuperemo pero nella classe quinta.

I limiti non vanno ridotti al risultato di un calcolo. Per questo il primo
approccio consistera nel “mettere le mani” sulle funzioni per descrive-
re il loro comportamento agli estremi dell’insieme di definizione, prima
analizzando tabelle di valori e considerando porzioni del grafico, e piu
avanti pensando in termini di rapidita di crescita all’infinito invece di
ricorrere unicamente ai classici raccoglimenti che propongono i libri di
testo o al teorema di de I’'HOpital (che resta comunque utile nelle situa-
zioni piu articolate). La nostra scelta si traduce anche nel dare rilevanza
all'interpretazione grafica di questi oggetti matematici; in particolare,
preferiamo considerare in parallelo limiti e grafici, ossia non esaurire
prima il calcolo dei limiti e poi applicarlo alla costruzione e all’analisi dei
grafici: i due punti di vista si arricchiscono a vicenda e permettono di
comprendere meglio quanto si sta facendo.

Con cio non vogliamo certo dire che non vanno considerati gli aspet-
ti formali; anzi, sarebbe rischioso fare riferimento solo ad un modello
primitivo e intuivo del concetto, poiché esso, come indica Fischbein in
[Fischbein, 1989, pag. 26 e 27], continua a

influenzare, tacitamente, le interpretazioni e le decisioni risolutive dell’al-
lievo. Il termine tacito significa semplicemente che I'individuo non e con-
sapevole di questa influenza, oppure, per lo meno, della sua estensione.

Inoltre

manipola da dietro le quinte il significato, I'uso, le proprieta del concetto
formalmente stabilito.

In questa prospettiva € importante soffermarsi ad analizzare ed in-
terpretare la definizione di limite, almeno in alcuni casi elementari.

Se ¢’e tempo, si pud proporre qualche approfondimento, come mi-
surare l'infinito, ossia investigare la cardinalita degli insiemi, naturalmen-
te ad un livello adeguato per la scuola secondaria e per ragioni culturali
piu che per apprendere tecniche. In aggiunta, I'attivita ha ricadute sullo
sviluppo di abilita significative: utilizzare il linguaggio degli insiemi e delle
funzioni, consolidando la conoscenza degli insiemi numerici, esaminare
e produrre alcune dimostrazioni formative e di una tipologia diversa ri-
spetto a quelle discusse fino qui.
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2.2 Un percorso
2.2.1 Modelli periodici e funzioni trigonometriche

Abbiamo proposto di esaminare gli aspetti geometrici della trigono-
metria gia nella classe seconda e di completarli poi nella classe terza:
stiamo parlando della trigonometria del triangolo, dalla definizione di
seno, coseno e tangente nel triangolo rettangolo fino al teorema del
Ccoseno.

All’inizio della classe quarta ci si pud occupare degli aspetti relativi
alle funzioni, anche se le Indicazioni nazionali prevedono di esaurire la
trigonometria, compreso I'esame delle funzioni trigonometriche, anco-
ra nel primo biennio. Ma non & troppo presto? Secondo noi, serve piu
tempo se non ci si accontenta che gli studenti vedano grafici senza
utilizzarli in contesti significativi, ma si vuole che apprendano a fondo e
ne dispongano a lungo, anche al’Esame di stato, come richiede il Qua-
dro di riferimento per il Liceo scientifico e dell’opzione scienze applicate
[MIUR, 2018]:

Servirsi delle funzioni circolari per esprimere relazioni tra gli elementi di
una data configurazione geometrica. |...]

Analizzare proprieta di parita [...], periodicita di funzioni [...].

Individuare le caratteristiche fondamentali e i parametri caratteristici [...]
delle funzioni circolari.

La definizione nel triangolo non basta piu

Il primo passo e estendere la definizione delle funzioni seno, coseno
e tangente all'insieme dei numeri reali, e un motivo per farlo &

descrivere la posizione di un oggetto puntiforme che ruota su una
circonferenza di raggio assegnato.

Se ne discutera assieme agli studenti, lasciando ampio spazio alle
loro proposte. Per iniziare conviene fissare un sistema di coordinate
cartesiane che abbia come origine il centro O della circonferenza e unita
di misura il raggio. Ogni punto P sulla circonferenza resta allora indivi-
duato dall’angolo a che la semiretta OP forma con il semiasse positivo
delle ascisse; ma che relazione ¢’ tra a. e le coordinate di P?

Se a & acuto, essa si ricava immediatamente dalle definizioni di seno
e coseno date nel triangolo rettangolo; ma se a non € acuto tali defi-
nizioni non si possono applicare. L'idea e di estenderle in modo che la
relazione tra a e le coordinate di P valga anche per angoli non acuti,
e dunque si impone che cosa e sina siano le coordinate del punto P
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anche per tali angoli. Restano cosi definite le funzioni seno e coseno
per angoli qualsiasi.

[ libri di testo seguono generalmente un percorso inverso e, gia nel
primo biennio, definiscono le funzioni trigonometriche direttamente sul-
la circonferenza di raggio 1, mentre solo piu avanti le esprimono come
rapporto tra lati nel triangolo rettangolo; ma soprattutto non forniscono
le ragioni per cui ha senso introdurre tali funzioni, privando cosi gli stu-
denti di un’occasione per fare matematica davvero.

Le conclusioni a cui si giunge sono sintetizzate nella dispensa Fun-
zioni trigonometriche: definizione, che mostreremo nel paragrafo 3.3
del volume assieme agli altri materiali realizzati sul tema, mentre, per
visualizzare dinamicamente la situazione, si puo fare riferimento ai file
DefSin1.ggb e DefSin2.ggb.

Due considerazioni, da condividere con gli studenti. La prima: nel
contesto delle funzioni si privilegiano i radianti poiché in tale unita di
misura la pendenza del grafico del seno in 0 vale 1, ossia cosO, e, piu
in generale, la derivata della funzione seno in ogni punto ¢ la funzione
coseno; I'uguaglianza invece non vale se gli angoli sono misurati in gra-
di?. La ragione & dunque analoga a quella che porta a preferire la base
naturale e per le funzioni esponenziali, come si precisa in [Villani, 2007,
pag. 121], un testo ideato per i corsi di analisi universitari ma che con-
tiene ottimi spunti anche per la scuola secondaria.

La seconda riflessione muove invece dalla constatazione che le fun-
zioni trigonometriche sono strumenti fondamentali per modellizzare fe-
nomeni periodici in vari contesti, e non solo in ambito geometrico. Ma
allora, come sostengono gli autori in [Accascina et al., 2006, pag. 53]:

E necessario [...] che gli studenti acquisiscano, accanto all’idea di fun-
zione trigonometrica di un angolo, I'idea di funzione trigonometrica de-
finita nell’insieme dei numeri reall.

Chiariti questi aspetti, si pud mostrare che la relazione sin’x + cos?x = 1
si estende immediatamente all’insieme dei numeri reali.

Invece eviteremmo esercizi come la verifica di identita goniometriche
0 la manipolazione di espressioni articolate. Semmai pud essere utile,
noti alcuni valori notevoli delle funzioni trigonometriche, determinarne
altri sfruttando le simmetrie di tali funzioni, oppure esprimere, ad esem-

% Inrealta, prima ancora ¢’& una ragione di natura geometrica. La misura in radianti
& geometrica, visto che ¢ il rapporto tra la lunghezza dell’arco e il raggio, ossia
di grandezze intrinsecamente legate al’angolo, mentre la misura in gradi & pit
arbitraria, frutto della decisione di suddividere I'angolo giro in 360 parti uguali.
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pio, il seno e il coseno in funzione della sola tangente. Non subito pero:
€ meglio attendere un po’ e farlo nel contesto delle equazioni e dise-
quazioni, visto che tali questioni intervengono nella loro interpretazione,
e allora per gli studenti calcolare valori delle funzioni trigonometriche o
effettuare semplici manipolazioni acquistera un senso.

La definizione va completata costruendo il grafico delle funzioni
trigonometriche, in scala monometrica, prima su carta — per punti e
sfruttando le simmetrie del moto del punto sulla circonferenza —, e poi
mediante GeoGebra (file DerSin3.ggb). Il riferimento € ancora la dispen-
sa indicata prima.

Dai fenomeni periodici alla funzione

Il passo successivo & costruire semplici modelli di fenomeni perio-
dici, introdurre cosi la funzione Asin(wx) ed esaminarla a fondo, come
peraltro richiede il quadro di riferimento per 'Esame di stato del Liceo
scientifico.

Ad esempio, si pud analizzare mediante il software Audacity?® il suo-
no emesso da un diapason, esaminando una questione come questa:

Il grafico mostrato nel file Diapason.wav?* rappresenta il suono emes-
So da un diapason; precisamente e il grafico della variazione di pres-
sione dell’aria in un punto al variare del tempo t, espressi in opportu-
ne unita di misura. Prova ad indicare come si puo ottenere il grafico
in figura a partire da quello della funzione sint.

Volendo si pu0 porre la domanda in forma piu aperta, ossia non indi-
care la funzione da cui partire, ma richiedere semplicemente di determi-
nare I'espressione della funzione il cui grafico & rappresentato in figura.
In ogni caso, i ragazzi esaminano la situazione, si confrontano tra loro
e con il docente, e formulano alcune congetture; per gradi dovrebbero
intuire che si tratta di dilatare il grafico della funzione base sint lungo
entrambi gli assi e che queste due trasformazioni conducono al grafico
di una funzione della forma Asin(wt).

® Audacity & un’applicazione di editing audio che si pud scaricare gratuitamente,
ad esempio all'indirizzo https://www.audacityteam.org/download/.

* 1l file, come gli altri in formato wav indicati nella sezione, va aperto con una ap-
plicazione come Audacity, in modo da visualizzare la corrispondente rappresen-
tazione grafica. Per non complicare troppo il lavoro, & opportuno considerare un
suono che abbia volume approssimativamente costante; percio serve ritagliare
una opportuna porzione del grafico proposto nel file Diapason.wav, operazione
consentita dal software. Un grafico di questo tipo & proposto anche nel foglio di
attivita 2.
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Per rispondere serve dunque precisare il significato geometrico dei
parametri; I'aspetto piu delicato € comprendere come variano i grafici
al variare di w, pertanto dopo un po’ si pud suggerire ai ragazzi di trac-
ciarne alcuni — sia per valori “piccoli” sia per valori “grandi” del parame-
tro —, e di osservarli in modo mirato. Le conclusioni dell’indagine sono
riportate nella prima parte della dispensa Funzione Asin(wx) e per con-
solidarle si puo utilizzare il foglio di attivita 7, che richiede la costruzione,
I'analisi e I'interpretazione di numerosi grafici di funzioni trigonometriche
elementari.

Accanto alla precisazione del significato geometrico dei parametri A
e w, € interessante sondare la loro interpretazione sonora, ad esempio
con lattivita basata sul file Parametri.wav, con un video® significativo
e un’applicazione® che permette di suonare un pianoforte virtuale e di
visualizzare le frequenze delle note.

Approfondimento. Eventualmente in modo interdisciplinare, si possono
confrontare suono e rumore mediante il file Diapason2.wav oppure si pos-
sono approfondire i caratteri distintivi del suono, ad esempio il timbro con
il file Timbro.wav.

E si pud accennare al fatto che la somma di opportune funzioni trigo-
nometriche approssima funzioni periodiche, magari attraverso I'attivita de-
scritta nel file Scomposizione.ggb, che utilizza le funzioni indicate in [Baldo,
2015] nel’lambito del PLS, Progetto Lauree Scientifiche. Naturalmente il
risultato sotteso & il noto teorema di Fourier.

Tornando al punto di vista geometrico, resta da completare I'esame
dei grafici delle funzioni trigonometriche individuando le loro simmetrie.
E un’occasione per approfondire le nozioni di funzione pari e funzione
dispari e per discutere la loro formalizzazione; o si pud fare mediante il
foglio di attivita 2, che richiede di “mettere le mani” sui grafici di diverse
funzioni, e con la seconda parte della dispensa Funzione Asin(wx), che
riporta quanto si dovrebbe arrivare a precisare insieme in classe.

Senza un lavoro di questo tipo, difficiimente si pud sperare che dli
studenti attribuiscano un senso alle definizioni considerate e ne dispon-
gano a lungo, anche in contesti diversi.

® https://www.youtube.com/watch?v=u1_H4S0skoo
® http://www.physics-chemistry-interactive-flash-animation.com/electricity_
electromagnetism_interactive/oscilloscope_description_tutorial_sounds_fre-

quency.htm
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Equazioni e disequazioni: quando, quali e come
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Quando introdurle?

Secondo noi subito dopo aver discusso alcuni modelli periodici,
poiché questi ne motivano lo studio, come mostra il problema che
segue.

Un corpo, che e soggetto ad una forza elastica, si muove lungo una
retta secondo la legge oraria s(t) = 4sin(2t), espressa nelle unita di
misura del sistema internazionale.

Dopo quanto tempo dall’istante iniziale t = O si trova per la prima
volta nella posizione s = 2?

Il corpo passa piti tempo nell’insieme delle posizioni s tali che |s| < 2
oppure nellinsieme delle posizioni tali che 2 < |s| < 4?

| libri di testo non sono di questa idea e di solito presentano le equa-
zioni solo dopo aver proposto manipolazioni di espressioni trigono-
metriche e aver affrontato minuziosamente gli “archi associati” e le
formule trigonometriche; ma tali questioni, oltre ad essere eccessive
— come abbiamo gia osservato —, impegnano lo studente nell’esame
di casi specifici senza che ne possa intravedere I’obiettivo e trovare
il senso.

Per questo preferiamo prima introdurre le equazioni e, solo in tale
contesto, esprimere una funzione trigonometrica in termini delle altre
ed esaminare gli “archi associati”, 0 meglio, come vedremo a breve,
le simmetrie del grafico delle funzioni trigonometriche. Le formule
trigonometriche possono attendere ancora un po’: ci sono questioni
piu importanti da affrontare.

Quali tipologie considerare?

Ci sembrano irrinunciabili le equazioni € le disequazioni elementari,
ossia della forma sinx = ¢, cosx = ¢ e sinx < ¢, (quelle in tan x sono
meno significative), le equazioni e le disequazioni che hanno struttu-
ra di secondo grado e quelle, come cos(rx) < % in cui interviene una
funzione trigonometrica che ha periodo diverso da 2r.
Naturalmente sono importanti anche le equazioni e le disequazioni
costituite da prodotti e quozienti, e disequazioni come Cosx < X, per
le quali € cruciale rappresentare in scala monometrica i grafici delle
funzioni coinvolte.

Secondo noi, nella scuola secondaria non € necessario esaminare
ulteriori tipologie, nemmeno le equazioni lineari. E se, pit avanti, lo
studente dovesse incontrarle, ci auguriamo sappia comprendere in
breve tempo come risolverle, magari consultando autonomamente
un testo; anzi, ce lo aspettiamo, visto che potra contare sui casi di
cui dispone, scelti proprio per la loro significativita, e sulle abilita/



competenze sviluppate nell’intero percorso. Stiamo alludendo, in
particolare, allimparare cose nuove a partire da cid che si sa: im-
parare ad imparare & proprio una delle competenze chiave indicate
nella Raccomandazione del Parlamento Europeo [EUR, 2006], ossia

quelle di cui tutti hanno bisogno per la realizzazione e lo sviluppo perso-
nali, la cittadinanza attiva, I'inclusione sociale e I'occupazione.

Come risolverle?

Mediante le funzioni e i grafici, secondo I'approccio che abbiamo
proposto fin dalla classe seconda. Con un’attenzione: trasformare
le disequazioni del tipo sin x — k < 0 nella forma sin x < k, e cosi
lavorare sul grafico della funzione sin x e determinare gli x tali che
sin x = k. Se pero sin x — k compare come numeratore o denomi-
natore o come fattore in una disequazione (ridotta in forma “nor-
male”) allora ci sembra piu conveniente determinare il suo segno
considerando direttamente il grafico della funzione sinx — k. In modo
analogo, naturalmente, si dovrebbero risolvere le altre equazioni e
disequazioni trigonometriche elementari.

Il passo piu delicato del procedimento & trovare tutti gli x che ve-
rificano I'uguaglianza richiesta. Come abbiamo anticipato, per far-
lo preferiamo lavorare sul grafico della funzione e ricorrere alle sue
simmetrie; ad esempio, per risolvere I'equazione sin x = — % basta
individuare il valore di riferimento nell’intervallo [0, %], ossia quello in
cui la funzione seno vale % e da esso, sfruttando le simmetrie del
grafico di sinx, dedurre poi tutti i valori in cui la funzione vale —1?
Per risolvere equazioni e disequazioni non serve dunque ricorrere
alla circonferenza goniometrica, come invece propongono di solito
i libri di testo. Del resto, se si vuole che gli studenti comprendano a
fondo e dispongano a lungo di quanto appreso, € meglio adottare
un approccio che valga in generale e non solo in un ambito specifi-
€O, cosi da poterlo riutilizzare anche in altri contesti. La circonferenza
goniometrica resta comunque un modello utile, a cui talvolta si puo
fare riferimento, ad esempio per controllare da un altro punto di vista
le simmetrie del grafico.

Tutti gli aspetti passati in rassegna nella sezione intervengono nei

fogli di attivita 5 e 4, dedicati al’esame e alla risoluzione di equazioni
e disequazioni trigonometriche. In particolare, non si richiede di fornire
tutte le soluzioni ma solo quelle che appartengono ad un intervallo as-
segnato: in questo modo gli studenti sono indotti ad analizzare a fondo
il grafico della funzione, individuando con precisione e consapevolezza
le soluzioni, senza dover memorizzare formule risolutive standard o for-
mule per esprimere la periodicita.
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Il problema inverso

Proprio nell’ambito delle equazioni hasce I’'esigenza di approfondire
I'invertibilita delle funzioni trigonometriche e di precisarla: come indica-
re, ad esempio, le soluzioni dell’equazione sinx = — %?

La questione non & nuova, visto che gia nel percorso relativo al pri-
mo biennio ci siamo posti il problema di determinare I’'ampiezza dell’an-
golo di un triangolo rettangolo a partire dal valore del seno, del cose-
no o della tangente. E in quel contesto avevamo proposto di adottare
un approccio informale, basato sull’'uso della calcolatrice: in sostanza,
come illustrato in [Cappello e Innocenti, 2022, sez. 2.3.6], si trattava di
considerare la scrittura a—sina e leggerla in senso inverso, o, in altre
parole, passare “da destra a sinistra” nello schema.

Nella classe quarta, per0O, questa semplificazione diventa eccessiva,
anche perché le funzioni trigonometriche sono invertibili finché le si con-
sidera definite nel triangolo rettangolo, mentre non lo sono piu quando
si estendono all’insieme dei numeri reali. Pertanto & opportuno riesa-
minare formalmente la situazione, discutere I'invertibilita delle funzioni
seno, coseno e tangente, precisare I'insieme di definizione delle loro
inverse e provare a tracciarne i grafici.

Tuttavia cio che ci interessa non e tanto risolvere esercizi con funzio-
ni inverse, peraltro potrebbero apparire troppo tecnici ad alcuni ragazzi,
quanto consolidare diversi aspetti generali relativi alle funzioni e impie-
gare, in situazione, i simboli e il linguaggio formale.

Arricchiamo la conoscenza delle funzioni trigonometriche: la
derivata

Questa € la principale ragione per occuparsi della derivata delle fun-
zioni trigonometriche e per affrontare le tipiche questioni in cui inter-
viene, dalla scrittura dell’equazione della retta tangente alla ricerca dei
massimi e minimi locali. Ma ci sono altri buoni motivi per farlo, quali
familiarizzare ulteriormente con la nozione di derivata e approfondire i
modelli periodici, ad esempio determinare velocita e accelerazione in
moti armonici.

D’altra parte, proprio tali questioni conducono a considerare nuova-
mente equazioni e disequazioni trigonometriche, e dungue permettono
di consolidarle, in un contesto che spesso stimola gli studenti.

Per iniziare, i ragazzi possono congetturare la derivata della funzione
seno: provano a tracciare su carta il grafico della funzione derivata a
partire da quello del seno e lo controllano mediante il software, come
e proposto nell'attivita Derivata delle funzioni trigonometriche con i file
DerivataSin1.ggb e DerivataSin2.ggb. In modo analogo possono inve-
stigare la derivata della funzione coseno.
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Naturalmente il disegno non € una dimostrazione e cio va chiarito
in classe, tuttavia € gia molto, poiché é prioritario che gli studenti si
convincano della bonta del risultato rispetto ad attestarne formalmen-
te la correttezza; del resto, come ricorda Bernardi in [Bernardi, 2019],
I’etimologia greca del termine “teorema” non & proprio guardare, o0s-
servare? Ci0 non significa che la dimostrazione sia superflua, tuttavia
non conviene discuterla in questa fase del percorso, poiché richiede di
calcolare un limite non banale per mezzo del limite notevole Qgg S'Xﬂ

A questo punto gli studenti dovrebbero essere in grado di affrontare
lo stesso tipo di questioni esaminate nella classe terza con le funzioni
potenza ed esponenziale e che ora proponiamo per le funzioni trigo-
nometriche nel foglio di attivita 5. Anzi, il foglio invita a fare un passo in
piu e a congetturare la derivata di funzioni del tipo sin(wx) per mezzo di
opportune considerazioni grafiche.

Una sola formula goniometrica

La formula principale € quella di addizione del seno e del coseno,
che, tra I'altro, mostra la non linearita delle funzioni trigonometriche,
ed & I'unica davvero importante nella scuola secondaria. E bene che
gli studenti ne dispongano a lungo e che da essa sappiano ricavare in
poco tempo le formule di sottrazione e duplicazione.

Queste formule ci sembrano sufficienti, anche in considerazione del
fatto che le Indicazioni nazionali non ne parlano e che perfino la norma-
tiva precedente [MPI, 1944] prevedeva solo:

Formule per I'addizione, la sottrazione, la duplicazione e la bisezione
degli argomenti.

E un’indicazione che induce a riflettere, anche perché i programmi
ministeriali in vigore fino al 2010 richiedevano complessivamente meno
contenuti rispetto agli attuali indicati per il Liceo Scientifico.

Detto cio, i ragazzi dovrebbero comunque sapere che esistono altre
formule trigonometriche, e di alcune tra esse dovrebbero conoscere
la struttura e qualche utilita, e saperle recuperare da un testo quan-
do servono, anche in fisica. Ad esempio, non € necessario ricordare
il nome delle formule di prostaferesi, basta sapere che alcune formule
esprimono somme di funzioni trigonometriche base in termini di pro-
dotti e dunque possono essere impiegate per risolvere equazioni o per
scrivere un’espressione in una forma equivalente ma piu utile per un
dato scopo, come determinare I'ampiezza di un’onda in fisica.

In ogni caso, conoscere formule specifiche non & cosi importante;
lo e di piu sviluppare I'abilita di manipolare semplici espressioni trigono-
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metriche in vista di un obiettivo, ad esempio esprimere il coseno di un
angolo in funzione del solo coseno dell’angolo meta, e saperlo fare in
tempi ragionevoli. Non & un’attivita nuova nel percorso: si tratta unica-
mente di estendere alle nuove espressioni I’'approccio adottato ancora
nel primo biennio per operare con i polinomi e le formule algebriche.

Un riferimento significativo per le formule trigonometriche € la prima
parte del percorso Trigonometria 2, realizzato con il Laboratorio DiCo-
Mat nell’ambito del progetto [Orientamat, 2006], che si puo utilizzare
sia come dispensa per la rielaborazione di quanto discusso a scuola sia
come traccia per il lavoro autonomo dello studente, da svolgere a casa
e poi discutere in classe.

Invece al riepilogo e al consolidamento di quanto affrontato sulle fun-
zioni trigonometriche & dedicato il foglio attivita 6, mentre un esempio
di verifica e verifica 7.

2.2.2 Sviluppi della probabilita

Nel percorso relativo al primo biennio abbiamo precisato I'approc-
cio classico alla probabilita e abbiamo cercato di comprendere cosa
accade nella pratica, effettuando esperimenti con dadi e monete non-
ché simulazioni con il foglio elettronico e interpretandone gli esiti; per
affrontare situazioni piu articolate, abbiamo poi introdotto la legge della
moltiplicazione e discusso la probabilita di eventi complementari ([Cap-
pello e Innocenti, 2022, sez. 2.3.4)).

Come proseguire nel secondo biennio? La nostra idea e di guardare
da una parte al primo biennio, per precisare la probabilita condizionata,
dall’altra alla classe quinta e introdurre lo schema delle prove ripetute.
| prerequisiti sono pochi, basta disporre con sicurezza della legge della
moltiplicazione e dello schema classico di valutazione della probabilita,
ma sono essenziali e vanno recuperati qualora non fossero disponibili,
a costo di tralasciare qualche aspetto del nuovo percorso.

Diciamo subito che la probabilita condizionata, di fatto, & intervenuta
in varie situazioni di cui ci siamo occupati gia nella classe seconda, mol-
te delle quali si possono ricondurre alle estrazioni senza reinserimento
da un’urna; semmai ora si tratta di approfondirla e formalizzarla ad un
livello adeguato per lo studente del secondo biennio, per poter rap-
presentare e discutere in modo efficace situazioni piu articolate, come
I'esame delle “cause” nei test clinici.

Del resto, quelli legati agli eventi che dipendono da altri sono gli unici
aspetti specifici sulla probabilita indicati esplicitamente per il secondo
biennio dalla normativa [MIUR, 2010]:
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Studiera la probabilita condizionata e composta, la formula di Bayes e
le sue applicazioni [...].

Tuttavia fornirne una definizione e introdurre i simboli per indicarla
non ci sembra strettamente necessario, €, in base alle esigenze della
classe, ci si pud eventualmente accontentare di consolidare la legge
della moltiplicazione, senza esaminare ulteriori aspetti.

E invece fondamentale discutere lo schema delle prove ripetute, per
varie ragioni. In primo luogo, € uno schema di base, visto che da esso Si
ottengono le principali distribuzioni di probabilita — almeno quelle citate
esplicitamente nelle Indicazioni nazionali per la classe quinta, ossia la bi-
nomiale, la normale e la distribuzione di Poisson’ —, inoltre si puo utilizzare
per modellizzare, magari in prima approssimazione, diverse situazioni,
come I'overbooking che analizzeremo in una delle prossime sezioni.

In secondo luogo, lo schema ¢ stato introdotto gia nella seconda
meta del diciassettesimo secolo, ossia fin da quando & iniziato lo stu-
dio della probabilita in termini matematici; pertanto, come & avvenuto
nella storia, anche a scuola ha senso discuterlo prima di affrontare le
distribuzioni. Ma c’é un ulteriore motivo: a differenza di quanto avviene
spesso nel primo biennio, il modello induce a considerare contempo-
raneamente piu valori di probabilita relativi ad una stessa situazione,
e dunque anche per questo prepara allo studio delle distribuzioni dli
probabilita previsto nella classe quinta. In particolare, per sintetizzare
tali valori, si pu0 anticipare la nozione di valor medio.

Analoghe considerazioni sono riportate nel classico manuale [Dall’A-
glio, 2003, pag. 61]:

Si puo dire che questo modello € alla base del calcolo delle probabilita,
sia perché, presentandosi come una naturale interpretazione in molte
situazioni, € stato studiato fin dal sorgere del calcolo delle probabilita,
dando luogo a risultati di notevole importanza, sia perché molte situa-
zioni assai piti complicate hanno preso spunto da esso, possSono con-
siderarsi sue estensioni, e conservano, nelle linee di fondo, i risultati
ottenuti in €sso.

7 In estrema sintesi possiamo dire che la distribuzione binomiale si ottiene rileggen-
do opportunamente nel linguaggio delle variabili aleatorie lo schema delle prove
ripetute. Inoltre, quando la probabilita di successo nella singola prova & “grande”,
in opportune condizioni la binomiale si pud approssimare mediante la distribu-
zione normale; analogamente, quando tale probabilita € «piccola», la binomiale
si approssima con la distribuzione di Poisson. Le convergenze sono precisate
rispettivamente dal Teorema limite centrale e dalla Legge dei piccoli numeri.
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Non ¢ tutto: le Indicazioni nazionali suggeriscono di affrontare nel
secondo biennio anche gli

elementi di base del calcolo combinatorio.

In realta, secondo noi vale la pena considerarli gia nel primo bien-
nio, anche se in un’accezione diversa da quella che traspare dai libri
di testo, ossia nel senso di contare gli elementi di un insieme, come &
chiarito in [Cappello e Innocenti, 2022, sez. 2.2.1]; percio nella classe
quarta si tratta di affinare questi strumenti e cogliere I'occasione per in-
trodurre i nomi dei vari tipi di raggruppamento e il simbolo per indicare i
coefficienti binomiali, in modo da semplificare la comunicazione quando
si discute un testo o c¢i si confronta sulla risoluzione di un quesito.

Linsieme di questi diversi aspetti definisce una proposta che ora
esamineremo piu nel dettaglio e che si fonda sulle idee e sui percorsi
sviluppati nell’ambito del Laboratorio DiCoMat dell’Universita di Trento,
sperimentati in numerose classi € illustrati negli ipertesti [Cappello e
Mazzini, 2017, capitolo 6] e [Danzi e Scapin, 2017], a cui rimandiamo
per approfondire quanto diremo.

Probabilita di eventi che dipendono da altri

Si pud partire da un problema come questo:

Osserva le tavole di mortalita rilasciate dall’lstat per I'anno 20218,
Qual e la probabilita per la quarantenne italiana di vivere almeno fino
ai settant’anni?

Gli studenti esaminano liberamente la tabella, individuano i dati che
ritengono significativi, e si confrontano tra loro, esplicitando le scelte
compiute. Il docente invece pud accennare a come si ricavano tali nu-
meri e quali sono le assunzioni da fare se si intende impiegarli per effet-
tuare previsioni®, ma senza evidenziare nel testo i valori che consentono
di risolvere il problema, ossia che ogni 100.000 femmine nate, all’anno
40 ne sopravvivono 99.101 e all’anno 70 ne sopravvivono 90.109.

Altrimenti il rischio & che i ragazzi si limitino a combinare i pochi

Le tavole si possono trovare all’'indirizzo: http://dati.istat.it/Index.aspx?Data-
SetCode=DCIS_MORTALITA1. Basta scegliere I'opzione “Singole eta” alla voce
“Tavole di mortalita”.

Una spiegazione del significato e delle modalita di costruzione delle tavole si trova
all’indirizzo:  https://iol.unibo.it/pluginfile.php/229135/mod_unibores/content/0/

Dispensa%20Tavole%20di%20mortalita%CC%80.pdf
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valori forniti senza averne il controllo semantico, nella convinzione che
in matematica i problemi abbiano sempre una soluzione e che questa
si ottenga utilizzando tutti i dati che compaiono nel testo e le quattro
operazioni. In letteratura cio € noto come effetto eta del capitano ed e
cosi descritto in [Freudenthal, 1994, pag. 971:

Per spiegare cio che intendo dire, vorrei citare una ricerca molto in-
teressante [...] svolta dal gruppo Elémentaire dell’lREM (Institut de la
Recherche sur I’Einseignement Mathématique) di Grenoble.

Il gruppo ha formulato la domanda: su una nave ci sono 26 pecore e 10
capre. Qual e I'eta del capitano?

Su 97 scolari CE 1-2 (Cycle élémentaire 1-2), di 7-8 anni, 76 riuscirono
a trovare 'eta del capitano sulla base dei dati forniti dal problema.

Al di la di queste considerazioni didattiche, il nostro problema mette
in luce i due aspetti che caratterizzano la probabilita condizionata: si
dispone di un’informazione aggiuntiva rispetto alla richiesta di determi-
nare semplicemente la probabilita che la donna italiana arrivia compiere
settant’anni, ed ¢ I'indicazione che la donna sia quarantenne; inoltre si
decide di utilizzare tale informazione per valutare la probabilita richiesta.
Non sono osservazioni scontate per gli studenti, e parlarne (anche de-
contestualizzandole) contribuisce a chiarire cosa significa modellizzare,
come peraltro richiedono le Indicazioni nazionali proprio relativamente
al tema Dati e previsioni per il secondo biennio:

In relazione con le nuove conoscenze acquisite approfondira il concetto
di modello matematico.

Problemi analoghi sono esaminati in dettaglio in [Cappello e Mazzini,
2017, sez. 6.1] e mostrano che questo tipo di probabilita, ossia la pro-
babilita di eventi che dipendono da altri, compare in diversi ambiti signi-
ficativi € che dunque ha senso studiarla e attribuirle un nome, quello di
probabilita condizionata appunto.

Dalla formalizzazione ai test clinici

Nella teoria assiomatica la probabilita condizionata si definisce me-
PANB)
pB)
sico testo [Baldi, 2012, pag. 22], che € un valido riferimento per il do-
cente. Tuttavia questa formalizzazione pu® apparire criptica agli occhi
dello studente della scuola secondaria, pertanto riteniamo che vada
proposta in una veste piu accessibile, attraverso il suo significato nell’in-
terpretazione classica della probabilita, ossia come la probabilita che
accada un dato evento sapendo che ne € avvenuto un altro assegnato

diante la formula p(A|B) = , come si legge ad esempio nel clas-

101



e di questo fatto si decide di tenere conto nella valutazione. Semmai, in
seguito, si mostrera come dal significato di probabilita condizionata si
puo ricavare la formula appena indicata; in altre parole, proponiamo di
invertire I'ordine normalmente seguito nelle sistemazioni assiomatiche:
non dalla definizione al significato, ma dal significato alla definizione. In
questa prospettiva preferiamo adottare la notazione p(A), forse meno
diffusa rispetto alla piti comune p(A|B), ma piu chiara ed espressiva per
lo studente del secondo biennio.

Questi ed altri aspetti sono condensati nella dispensa FProbabilita
condizionata, che riporta definizioni, schematizzazioni € proprieta, e
che dovrebbe rispecchiare la sistemazione finale di un lavoro di indagi-
ne ed esplorazione svolto insieme alla classe.

Eppure, a volte, gli studenti si accontentano di ripetere gli enuncia-
ti, illudendosi che conoscere il nome e saper formulare una frase per
descriverlo significhi possedere 'oggetto. E magari ci accontentiamo
anche noi docenti, ripetendoci, sconsolati, che almeno questo lo sanno
fare. Ma non & quanto dovrebbe accadere: come osserva Antonini in
[Antonini, 2016], i ragazzi vanno orientati ad andare oltre, a produrre
esempi e controesempi, ad esporli e a discuterli insieme; e aggiun-
giamo che vanno stimolati ad investigare, ad esempio, se € vero che
la probabilita condizionata dell’evento A dato I'evento B & uguale alla
probabilita condizionata dell’evento B dato A.

| nuovi strumenti introdotti si possono consolidare mediante il fo-
glio di attivita 7, e si possono mettere alla prova considerando qualche
problema piu impegnativo, come quello proposto nella dispensa Test
clinici: sviluppi®® e illustrato in dettaglio in [Cappello e Mazzini, 2017,
sez. 6.5]. La questione prende spunto da un fatto di cronaca' e si puo
sintetizzare in questo modo:

La sensibilita di un test clinico € del 99,9% (probabilita che dia esito
positivo sul soggetto malato) e la sua specificita € del 99,8% (pro-
babilita che dia esito negativo sul soggetto sano); inoltre I'incidenza
della malattia e dello 0,3% (percentuale di individui malati rispetto
alla popolazione). Il test ha dato esito positivo, qual & la probabilita
che, in realta, I'individuo sia sano?

Come si vede, la situazione €& ricca e si presta ad essere analizzata
da varie angolazioni.

1| file si pud eventualmente utilizzare a supporto della lezione.
" https://www.repubblica.it/2008/05/sezioni/cronaca/bologna-sieropositivo/bolo-
gna-sieropositivo/bologna-sieropositivo.html
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https://www.repubblica.it/2008/05/sezioni/cronaca/bologna-sieropositivo/bologna-sieropositivo/bologna-sieropositivo.html
https://www.repubblica.it/2008/05/sezioni/cronaca/bologna-sieropositivo/bologna-sieropositivo/bologna-sieropositivo.html

«  Modellizzare il problema: mediante un grafo ad albero oppure me-
diante una tabella a doppia entrata, 0, meglio ancora, con entrambi,
cosi da guardare da due punti di vista al problema, cogliere aspetti
diversi e poterli confrontare

* Risolverlo: si pud ragionare direttamente sull’albero o sulla tabella,
senza ricorrere a formule astratte; in sostanza si tratta di estendere |
due approcci grafici introdotti gia nel primo biennio ed esprimere la
probabilita condizionata rispettivamente come rapporto tra la pro-
babilita dei cammini favorevoli e la probabilita dei cammini possibili
sull’albero, oppure come rapporto tra il numero degli elementi di
opportune celle (nel secondo caso si ricorre all’interpretazione fre-
quentista della probabilita)

 Interpretare il risultato: ossia € “grande” la probabilita di errore sul
test positivo; e per questo 'esito, prima di essere comunicato al
paziente, viene incrociato con quello di un test di tipo diverso, il We-
stern Blot'?

« Giustificarlo: perché la probabilita ottenuta, ossia la probabilita che

I'individuo sia sano, € “grande”, nonostante siano “piccole” le pro-
babilita di errore che si deducono direttamente dalle ipotesi? Sono
infatti rispettivamente 0,01% e 0,02%.
La ragione € che la probabilita di errore sul sano, pur piccola, & ap-
plicata a molti e per convincersene si puo ricorrere a qualche esem-
pio numerico. Ancora una volta, discuterne & importante, e costi-
tuisce un’ulteriore occasione per sviluppare la sensibilita di cogliere
“‘guanto” grande sia un numero e I'abitudine a valutare la coerenza
di dati numerici.

Cosa dire della formula di Bayes, che peraltro e citata nelle Indica-
zioni nazionali? E una questione delicata, che va discussa con gli stu-
denti, anche perché in varie occasioni si sentono piu sicuri (ma lo sono
davvero?) se dispongono di una formula, e la tentazione di acconten-
tarli & forte poiché per il docente & meno faticoso fornirla.

Noi propendiamo decisamente per sfruttare I'approccio grafico svi-
luppato a partire dal primo biennio, che non solo conduce alla stessa
espressione numerica a cui porta la formula, ma permette addirittura di
ricavarla, come & mostrato nell’ipertesto [Cappello e Mazzini, 2017, sez.
6.5 pag. 9]. Alla stessa pagina sono riportate le ragioni di tale scelta:

'2 http://www.science.unitn.it/~bonaccor/blog_post-2.html
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[...] sia la formula di Bayes che il nostro procedimento risolutivo concor-
rono allo stesso scopo pratico: fornire la probabilita (a posteriori) delle
“cause”™, a partire dalle probabilita degli “effetti”.

Ma se si opta per un’applicazione diretta (per non dire brutale) della
formula, si rischia di ridurre il procedimento risolutivo alla pura manipo-
lazione algebrica di simboli**. Invece, I'utilizzo di schemi grafici simili a
quelli mostrati € ricco di valenze didattiche: permette di cogliere in pro-
fondita il significato di ogni passo del procedimento risolutivo, di con-

trollarlo, nonché di ricostruirlo volta per volta, anche a lungo termine.

* Per essere precisi, non si dovrebbe parlare di “causa” ma di evento
condizionante. Esso infatti non influenza sempre I'evento condiziona-
to, come abbiamo avuto modo di chiarire a pit riprese. Comunque il
ricorso a tale terminologia puo servire a facilitare I'intuizione, purché sia
attuato nella consapevolezza dei limiti indicati.

“* Un approccio formale ha senso nell’lambito di una trattazione as-
siomatica della probabilita. Ma & opportuno che lo studente di scuola
secondaria vi arrivi gradualmente: cosi puo contare su una base di con-
cetti a partire dai quali costruire i significati degli oggetti matematici che
incontra.

Per il consolidamento, si pud fare riferimento anche alla sezione 6.6
dell’ipertesto, in cui si analizzano, ad esempio, i controlli antidoping e
la vicenda giudiziaria di O.J. Simpson; gli obiettivi sono perd soprat-
tutto di natura trasversale, quali interpretare un testo, schematizzare la
situazione mediante gli insiemi, descriverla con precisione e in modo
univoco, potendo ora contare sulla notazione formale della probabilita
condizionata.

Ancora contare

Per determinare il numero dei successi nello schema delle prove
ripetute serve contare gli elementi di un insieme, ma basta saperlo fare
in modo elementare, ricostruendo volta per volta un’espressione nume-
rica che permetta di risolvere la questione.

Tuttavia si puo approfittare dell’occasione per affinare il problema del
contare gli elementi di un insieme, visto che per determinare il numero
di sequenze (di prove) costituite da un dato numero di successi si ricor-
re, in sostanza, a tutte e tre le situazioni di base discusse nella classe
prima. Si tratta solo di introdurre i termini permutazione, disposizione
e combinazione, e la nozione di coefficiente binomiale; ma & quanto
basta per facilitare la comunicazione, per descrivere in modo conciso
€ univoco una parte di un procedimento o un’idea, e dunque per com-
prendere piu a fondo e per far comprendere meglio il proprio pensiero
agli altri.
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Riassumendo si tratta di “mettere le mani” sul problema e utilizzare
i termini e i simboli essenziali, senza ridursi a scegliere da un elenco la
formula da applicare e sostituire con scarsa consapevolezza alle lettere
i numeri forniti nel testo; e questo che intendiamo con fare calcolo com-
binatorio nella scuola secondaria ed € in questo modo che interpretia-
mo I'indicazione della normativa di proporlo in classe.

L’introduzione dei nuovi termini e del nuovo simbolo si pud motivare
mediante i quesiti del foglio di attivita 8, che riguardano anche il trian-
golo di Pascal, e poi si pud precisare come nella dispensa Contare gli
elementi di un insieme: sviluppi.

Uno schema di base

L'overbooking € una situazione promettente per introdurre lo sche-
ma delle prove ripetute, € lo si puod fare mediante una questione come
questa:

Le compagnie aeree mettono in vendita un numero di biglietti mag-
giore del numero dei posti sul’aereo ma, per il regolamento CE
261/2004, devono pagare una penale ai passeggeri che restano a
terra.

Data la probabilita che il passeggero si presenti all'imbarco di un
certo volo, e fissato il numero di biglietti venduti, maggiore del nume-
ro dei posti disponibili sull’aereo, qual € la probabilita che qualcuno
non trovi posto sull’aereo?

Per incuriosire ulteriormente gli studenti si pud proporre qualche ar-
ticolo che riporti episodi realmente accaduti'®, ma si pud osare di piu
ed invitarli a simulare la situazione e a calarsi direttamente nei panni dei
passeggeri che attendono all'imbarco, come suggerito nell’ipertesto
[Danzi e Scapin, 2017, sez. Situazioni motivanti].

| sondaggi costituiscono un ulteriore contesto significativo e pre-
sentano caratteristiche analoghe, come vedremo nel foglio di attivita 9.
Quelli relativi a questioni politiche o elettorali diffuse al pubblico devono
essere ospitati per legge, la legge n. 28 del 22/02/2000 sulla “par con-
dicio”, su un sito gestito dal Dipartimento per I'informazione e I'editoria
della Presidenza del Consiglio dei Ministri'4; e cid deve avvenire esplici-

' Ad esempio, un articolo pubblicato su La Repubblica e che si pud leggere all’'indi-
rizzo: https://bari.repubblica.it/cronaca/2017/06/06/news/aerei_easyjet_overbo-
oking_sul_bari-milano_offerti_200_euro_pranzo_e_hotel_per_rinunciare_al_volo-
167376356/

" www.sondaggipoliticoelettorali.it
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tando i criteri di formazione del campione, la percentuale delle persone
che hanno risposto a ciascuna domanda e altri parametri significativi.
Alcune rilevazioni si possono discutere in classe, facendo notare agli
studenti che la matematica non si fa solo sul libro di testo, ma esce
dall’aula ed ¢ utile per descrivere ed interpretare ambiti importanti della
vita sociale.

Non ci sono solo i sondaggi e I'overbooking; anche i piu familiari
lanci di dadi o di monete e diverse altre situazioni hanno caratteristi-
che analoghe, nel senso che si possono schematizzare mediante uno
stesso modello, o schema delle prove ripetute, costituito da un espe-
rimento, che ha due soli esiti possibili (uno dei quali & indicato come
successo), e da una sequenza di prove dell’esperimento, indipendenti
e condotte nelle medesime condizioni. Ad esempio, nel caso dell’over-
booking I'esperimento ¢ il presentarsi della persona all'imbarco e i due
esiti possibili sono “si presenta”, “non si presenta”, e si considera una
sequenza di prove, tante quante sono le persone che hanno prenotato
quel volo.

In questo contesto, la questione piu importante &

determinare la probabilita di ottenere un dato numero di successi su
un numero fissato di prove.

Si puo discuterla insieme in classe oppure si pud esaminare indi-
vidualmente, ricorrendo in entrambi i casi al video™ proposto in [Dan-
zi e Scapin, 2017, sez. Una modellizzazione] e alla dispensa Modello
delle prove ripetute. L'idea sottesa & di suddividere il problema in due
sottoproblemi elementari, ossia determinare la probabilita di una delle
sequenze richieste e contare il numero di tali sequenze, e risolverli me-
diante gli strumenti del calcolo combinatorio.

Su queste basi si costruira un modello, seppur semplificato, per il
problema dell’overbooking (dispensa Overbooking) e si analizzeranno
ulteriori questioni, come quelle riportate nella dispensa Risoluzione que-
siti dal’Esame di stato e nei fogli di attivita 9 e 70.

Approfondimenti. Si pud investigare ulteriormente I'Overbooking me-
diante gli esperimenti numerici proposti nell’attivita Overbooking: alcune
questioni con il file Overbooking.xlsx. Aspetti pil speculativi sono invece
presentati nella dispensa Prove ripetute ed eventi rari.

Ancora nel contesto delle prove ripetute, si pud compiere un ulte-

'® https://www.youtube.com/watch?v=Kop12Tyfwvo
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https://drive.google.com/file/d/1UKq4y9JlmSE8tcAvg9xkHFIRf7lVufjJ/view
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https://docs.google.com/spreadsheets/d/1mJKi2ixhxpeU5mcNl246dhubabE29vzE/edit#gid=1782828229
https://drive.google.com/file/d/1WXLRIDbIJLKKqtW_vlWEhhHE1hxVVeyf/view

riore passo nella costruzione del concetto di variabile aleatoria introdu-
cendo il valor medio probabilistico, uno dei valori di sintesi che sara ap-
profondito in un contesto piu generale nella classe quinta. Ma gia ora si
pud congetturare una formula piu efficiente, che fornisca il valor medio
in termini dei parametri del modello — numero di prove e probabilita di
successo nella singola prova —, e dimostrarla in qualche caso specifico,
ad esempio per 3 0 4 prove.

Esplorazioni ed esperimenti materiali

Ormai gli studenti dovrebbero essere in grado di modellizzare di-
verse situazioni mediante lo schema delle prove ripetute e di saperlo
impiegare per valutare la probabilita di semplici eventi. E gia un buon
risultato, ma disporre degli aspetti operativi non significa necessaria-
mente aver compreso come ¢ fatto davvero il modello e nemmeno sa-
per dire cosa accade nella pratica, due questioni importanti che si do-
vrebbero affrontare a scuola. Tuttavia nella classe quarta ci sono anche
altre competenze e altri contenuti da curare, e per questo ci sentiamo di
indicare la prima come approfondimento, da posticipare eventualmente
alla classe quinta.

Approfondimento. Le probabilita di ottenere un dato numero di suc-
cessi si possono investigare mediante 'attivita Esperimenti numerici sulle
prove ripetute, descritta nei file ProveRipetutel.xslx e ProveRipetute2.xslx,
e realizzata nella dispensa Risoluzione esperimenti numerici sulle prove ri-
petute. Altre attivita sono commentate accuratamente in [Danzi e Scapin,
2017, sez. Esperimenti numerici].

In sostanza nei materiali si rappresentano i valori di probabilita sia me-
diante una tabella sia mediante un grafico; la tabella mostra che la probabi-
lita di ottenere un singolo numero di successi € “piccola”, mentre € “gran-
de” la probabilita che il numero di successi cada in un intervallo centrato
nella media e sufficientemente ampio; il grafico invece fornisce un’idea im-
mediata di come sono distribuiti i valori e, in particolare, permette di visua-
lizzare lo scostamento dalla simmetria quando la probabilita di successo si
allontana dal valore 17

Tuttavia queste attivita operativo-sperimentali sono importanti soprat-
tutto per altre due ragioni. Poiché preparano alle distribuzioni di probabili-
ta, visto che inducono a considerare contemporaneamente tutti i valori di
probabilita che caratterizzano la situazione. Ma anche perché favoriscono
il passaggio da procedura ad oggetto, una transizione fondamentale per
I'apprendimento, come abbiamo osservato piu volte nel volume: infatti la
tabella e il grafico mostrano il risultato finale e non il procedimento che li
genera, dunque permettono di operare direttamente sull’ oggetto, I'insieme
dei valori, senza perdersi nei dettagli della sua costruzione.
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Comprendere cosa accade nella pratica & I'altra questione di cui
intendiamo occuparci ed ¢ sintetizzata nella dispensa Esperimenti ma-

teriali sulle prove ripetute.

Possono essere d’aiuto alcuni esperimenti materiali con la tavola di
Galton, il cui funzionamento ¢ illustrato con chiarezza in un video® del
progetto PSSC e in un video' ospitato sul portale Treccani. Natural-
mente si dovra tener presente che si tratta pur sempre di un dispositivo
concreto, e dunque non sara verificata con precisione la condizione che
ad ogni urto con il chiodo la pallina cada a destra oppure a sinistra con
la stessa probabilita, come invece richiederebbe il modello teorico delle
prove ripetute. E non € nemmeno facile reperire una tavola da utilizza-
re in classe, ma si pud sopperire con simulazioni, ad esempio quelle
messe liberamente a disposizione dal progetto PhET™ dell’Universita
del Colorado.

Per completare I'esame degli aspetti di base si pud considerare an-
che linterpretazione geometrica della probabilita, di cui proponiamo
alcuni quesiti negli ultimi due fogli di attivita, ma se ne trovano di signi-
ficativi anche sui libri di testo. Un esempio di verifica sommativa sulla
probabilita per la classe quarta & invece verifica 2.

2.2.3 Derivata di funzioni composte

Come abbiamo visto nel capitolo 1, riteniamo che si dovrebbe in-
trodurre la derivata gia a partire dalla classe terza; non si tratta pero di
esaurirne ogni dettaglio, ma di discutere alcuni aspetti elementari e di
utilizzarli per affrontare varie questioni con le funzioni base ed eventual-
mente con loro somme, prodotti e quozienti. Nella classe quarta si puo
allargare lo sguardo ed esaminare la derivata di funzioni composte, per
poter affrontare lo stesso tipo di quesiti ma per un insieme piu ampio
di situazioni.

Del resto, tornare a piu riprese su una stessa questione permette
di comprenderla piu a fondo e di consolidare le conoscenze € le abilita
sviluppate nell’affrontarla. Lo dice I'esperienza e lo dice da tempo la
ricerca, che indica questo approccio didattico con il nome espressivo di
insegnamento-apprendimento a spirale. A tale proposito, Bruner scrive
in [Bruner, 1970]:

'® Sj tratta del video “Eventi casuali”, dal minuto 4.40 al minuto 12: https://www.
youtube.com/watch?v=gryr MPPTMU

7 https://www.youtube.com/watch?v=IrVhv7HHmM-|

'8 https://phet.colorado.edu/it/simulations/plinko-probability
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[...] puo essere anche affermato con certezza che i programmi di studio
debbono essere impostati intorno alle piti importanti “strutture”, intorno
cioe ai problemi e principi filosofici, logici, scientifici, artistici, umanistici
che una data societa considera i piti importanti e i piti degni di costante
attenzione da parte dei suoi memburi. La presentazione, in una qualche
forma, di quei problemi e principi deve iniziarsi al piti presto possibile e
prosequire poi, allargandosi e approfondendosi sempre piti durante tutti
gli studi e, aggiungerei, lungo tutto il corso della vita.

E in [Bruner, 2000] precisa:

Proposi I'idea di un curriculum a spirale, I'idea cioe che nell’insegna-
mento di un argomento si debba partire da una spiegazione intuitiva
che sia pienamente alla portata dello studente, per poi risalire con moto
circolare a una spiegazione pit formale e piu strutturata, finché, con
tutti i passaggi che possono risultare necessari, I'allievo abbia capito
I'argomento o la materia in tutto il suo potere generativo.

Considerazioni analoghe sono espresse per la nostra disciplina nelle
Indicazioni nazionali per il primo ciclo, [MIUR, 2012]:

La costruzione del pensiero matematico € un processo lungo e progres-
sivo nel quale concetti, abilita, competenze e atteggiamenti vengono
ritrovati, intrecciati, consolidati e sviluppati a pit riprese; € un processo
che comporta anche difficolta linguistiche e che richiede un’acquisizio-
ne graduale del linguaggio matematico.

Non & questo I'approccio seguito di norma dai libri di testo, che
SpPesso si preoccupano invece di esaurire completamente un tema pri-
ma di passare a quello successivo. D’altronde, anche se a volte noi
docenti ce lo dimentichiamo, i manuali non vanno intesi come modelli
didattici da seguire pedissequamente, replicando in classe quanto pro-
pongono, compreso 'ordine in cui sviluppano gli argomenti, ma van-
no utilizzati a supporto del proprio percorso, anche se cid comporta
riorganizzare cronologicamente il testo e scegliere accuratamente gli
esercizi da assegnare. Farlo € un buon investimento e lo & ancora di pit
se in classe si discutono i punti di contatto e le differenze con quanto si
propone, e si condividono con gli studenti le scelte operate.

La composizione di funzioni

Per iniziare, naturalmente, si approfondira la nozione di funzione
composta. Lo si pud fare mediante la Situazione di apprendimento
Composizione di funzioni del progetto [Orientamat, 20086], che invita
a ricorrere a tre diverse modalita di rappresentazione — sagittale, grafi-
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ca e simbolica — e richiede di passare consapevolmente da una all’al-
tra. Lattivita si pud svolgere individualmente e poi discutere insieme in
classe, nello spirito del progetto Orientamat, e ha il valore aggiunto di
mettere lo studente nelle condizioni di apprendere autonomamente un
nuovo contenuto utilizzando cio che sa, anche attraverso opportune
domande.

Si notera che non & certo la prima volta in cui compaiono le funzioni
composte nel nostro percorso: ad esempio, sono gia intervenute nella
costruzione del grafico della funzione fix + ¢) a partire dal grafico di f o
nella risoluzione della disequazione In(1 — x°) < 0. Tuttavia solo ora, per
calcolarne la derivata, serve aver chiaro il significato di tale nozione e
disporne con sicurezza; ed € per questo che solo ora, € non nel primo
biennio, ha senso fornire la definizione di funzione composta e analizzarla.

Alla ricerca di una formula

A questo punto si tratta di introdurre una formula che esprima la
derivata delle funzioni composte in termini della derivata delle funzioni
componenti. Gli approcci possibili sono sostanzialmente due: fornire
direttamente la formula € limitarsi a curarne I'applicazione, oppure con-
durre i ragazzi a ricavarla; dovrebbe essere ormai chiaro che noi prefe-
riamo decisamente il secondo, ma come fare?

Ripercorrere la dimostrazione formale non aiuta a comprendere per-
ché intervenga proprio il prodotto delle derivate e, per di piu, richiede
alcuni tecnicismi. Allora ci si pud accontentare di ricavare la formula in
casi particolari, ad esempio per le funzioni della forma Vflx). Oppure si
puo provare a costruire la formula nel caso generale, ragionando sui
tassi medi di variazione: basta osservare che il tasso medio di varia-
zione della funzione composta & uguale al prodotto dei tassi medi di
variazione delle funzioni componenti e, di qui, si pud congetturare che
I'uguaglianza resti vera anche passando al limite, ossia valga anche per
i tassi istantanei e dunque per le derivate: ecco la chain rule.

Certo quest’ultimo passaggio non € rigoroso'® e cid va comunicato
ai ragazzi, ma I'approccio ci sembra adeguato per lo studente di scuola
secondaria, come sostiene Tall in [Tall, 2016, pag. 315]:

Questo caso singolare portd i matematici a considerare necessaria una
dimostrazione formale completa della regola della catena usando I'ana-
lisi epsilon-delta. Questo € parte del vasto edificio della moderna analisi

' Come & chiarito in [Giusti, 1989, pag. 197], si divide e si moltiplica per una stessa
quantita, e il problema & che questa puo essere nulla. Inoltre notiamo che una
proprieta non resta sempre vera quando si passa al limite.
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matematica [...]. Tuttavia € una transizione difficile per gli studenti che
incontrano il calcolo infinitesimale per la prima volta. Quello che e pit
appropriato € [...] la familiare manipolazione dei simboli dove dy/dx & il
quoziente delle componenti del vettore tangente.

Anzi, piu in generale, come scrive de Finetti in [de Finetti, 1959]:

Anche la preoccupazione del rigore cambia aspetto: occorre far pene-
trare il perché dei risultati, non farne verificare I'esattezza, il che € altra
cosa, hé necessaria (dove non si tratta che di passaggi materiali non
vedo perché ogni principiante dovrebbe accertarsi da sé che non vi sia
una svista sfuggita a tutti prima di lui), né sufficiente (perché dopo aver
imparato con quali manipolazioni si ricava una formula da un’altra non
e detto che si sia penetrato il contenuto di ragionamento dei passaggi
esequiti). [...] perché I'importanza dell’imparare vi € sempre, come de-
v’essere, subordinata a quella di capire.

Un ulteriore approccio informale & proposto in un video® pubblicato
sul canale YouTube 3Blue1Brown, ricco di spunti significativi. Pud es-
sere un utile approfondimento per alcuni studenti.

Resta cosi da discutere come utilizzare operativamente la formula
per calcolare la derivata di una funzione assegnata. Non & una questio-
ne banale per gli studenti: pertanto si pud suggerire loro di esplicitare
volta per volta le funzioni componenti e di descriverle tramite schemi
grafici e nel linguaggio naturale; inoltre & importante abituarli a non iden-
tificare rigidamente la variabile indipendente con il simbolo x, ma a inter-
pretarla come segnaposto. E chiaro che, dopo una prima fase, questo
lavoro di precisazione verra svolto solo mentalmente.

Le applicazioni

Il nuovo strumento sara messo alla prova con i quesiti raccolti nei
fogli di attivita 77 e 72, ma se ne trovano su ogni libro di testo. Svol-
gerli € anche un’occasione per modellizzare in vari ambiti e per con-
solidare il calcolo algebrico in un ambiente che spesso risulta stimo-
lante per gli studenti. Ad esempio, calcolare la derivata della funzione
(1 —=x)® - V1 — x> conduce a manipolare espressioni letterali con le radici,
completando cosi I'esame delle operazioni con i radicali iniziato nella
classe seconda con le sole espressioni numeriche.

2 https://www.youtube.com/watch?v=YG15m2VwS|A
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Con cid non abbiamo dimenticato gli aspetti piu formali, come la
derivabilita. Tuttavia riteniamo sia piu efficace esaminarli nella classe
successiva, quando gli studenti avranno acquisito maggior confidenza
con la nozione di derivata, ma anche di limite e di continuita, per averne
fatto esperienza in varie situazioni. Come abbiamo indicato, sono altre
le questioni che ci sembra importante esaminare in questa fase del
percorso, e una loro sintesi e offerta dall’esempio di prova verifica 3.

2.2.4 Successioni aritmetica e geometrica, ma non solo

Due successioni notevoli

Lo studente acquisira la conoscenza di semplici esempi di successioni
numeriche, anche definite per ricorrenza, e sapra trattare situazioni in
cui si presentano progressioni aritmetiche e geometriche.

E quanto prevedono le Indicazioni nazionali, che menzionano espli-
citamente le due successioni mediante le quali si modellizzano mol-
ti fenomeni di crescita. Esse, di fatto, sono gia intervenute nel nostro
percorso, prima nel contesto delle percentuali e delle funzioni lineari,
poi nel’lambito della funzione esponenziale; ora ci sembra opportuno
approfondirle e attribuire loro un nome, consolidando cosi anche la co-
noscenza delle funzioni coinvolte.

Le progressioni aritmetiche e geometriche si possono caratterizzare
in piu modi: mediante la regola di spostamento — discussa nella sezione
1.2.4 di questo volume —, mediante gli invarianti — € costante rispettiva-
mente la differenza tra due termini consecutivi o il loro rapporto —, me-
diante il termine generale — che si pud esprimere anche per ricorrenza,
traducendo in simboli la regola di spostamento.

Se questi non sono aspetti nuovi rispetto alla classe terza, c’€ invece
una significativa questione che non € ancora stata considerata nel per-
corso: determinare la somma dei primi n termini di ciascuna progressio-
ne. Ora, nel caso delle progressioni aritmetiche si puo ricorrere al ben
noto procedimento di Gauss, osservando che la somma di due termini
posti a uguale distanza dal “centro” della sequenza e una costante della
sequenza. Per le progressioni geometriche si puo invece seguire la Si-
tuazione di apprendimento Serie geometrica, che abbiamo realizzato
nell’ambito del progetto [Orientamat, 2006], e impostare un’equazione
che abbia come incognita la somma richiesta.

La questione permette cosi di innescare I'attivazione degli studenti e
lo consente anche il foglio di attivita 73, in cui i nuovi strumenti vengo-
no impiegati, tra I'altro, per esaminare I'importo delle rate di un mutuo
e I'andamento degli spazi percorsi ogni secondo nel moto di caduta
libera.

112


https://drive.google.com/file/d/1DN3H5h4w6wF7sPlHO6vm7bsVUof0nmi1/view
https://drive.google.com/file/d/1sqhT8sHZIhO-F2yNImEUdn8aATkC6N_l/view

La serie geometrica

Esaminate le somme di un numero finito di termini si puo studiare la
somma infinita

T+a+a?+ - +a + -,
orientando la discussione attorno a due domande:

Cosa significa tale “somma”?
Quanto vale la “somma”?

Come proposto nella seconda parte della Situazione di apprendimen-
to Serie geometrica, conviene considerare prima i casi notevoli a = %
e a = 2 e investigare 'andamento delle somme parziali intrecciando
opportunamente tabelle di numeri e schemi grafici. Per visualizzarle, nel
casoa = % si pud rappresentare il primo addendo disegnando un seg-
mento unitario, e poi ogni addendo successivo tracciando di seguito
la meta del segmento che manca “per arrivare a 2”; si ottiene cosi una
descrizione evocativa e convincente, che si pud integrare con quella
offerta dall’attivita descritta nel file SerieGeometrica.ggb.

In definitiva, & ragionevole decidere che la somma infinita & il limite
delle somme parziali; la somma si pud poi calcolare a partire dall’e-
spressione generale ricavata in precedenza nel caso di un numero finito
di termini. In questa fase gli studenti si appoggeranno ad un’idea intui-
tiva di limite di una funzione all’infinito, che dovrebbero aver sviluppato
anche nel costruire i grafici delle funzioni base e nello stimarne I'an-
damento per valori “grandi” della variabile indipendente. Anzi, senza
addentrarci in dettagli, ci piace pensare che proprio I'esplorazione della
serie geometrica contribuisca a familiarizzare con il concetto di limite
e faccia emergere le due idee chiave, approssimare e quanto si vuole,
che saranno riprese nel segmento successivo del percorso in cui verra
formalizzato rigorosamente.

Un esercizio in cui si utilizza la serie geometrica € individuare una fra-
zione equivalente ad un allineamento decimale periodico: basta sfrutta-
re il significato della nhotazione posizionale per esprimere il numero dato
mediante un’opportuna somma infinita. E un procedimento che a prima
vista puo apparire sofisticato, ma e formativo soprattutto poiché con-
sente di impiegare in situazione il significato della notazione posizionale,
che altrimenti rischia di rimanere vago per gli studenti.

Questa ed altre questioni, come I"'accumulo di radiazioni nell’orga-
nismo, sono esaminate nella nostra Situazione di apprendimento e nel
foglio di attivita 74. Ma la serie geometrica puo servire anche per analiz-
zare la celebre curva fiocco di neve di Koch e mostrare che ha perime-
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tro infinito e area finita, come avviene nella lettura [Castelnuovo, 1993,
da pag. 159 a pag. 164]. Non & sorprendente?

Approfondimento. Eventualmente in collaborazione con il docente di
filosofia, si pud ricorrere alla serie geometrica per investigare i classici para-
dossi di Zenone sul moto, anche se generalmente si affrontano nella classe
terza. Se ne accenna nell’attivita Orientamat e se ne discute con semplicita
e chiarezza nella lettura [Castelnuovo, 1993, a pag. 173 e 174].

La questione va affrontata con cautela, anche perché si rischia di farne
alcune riduzioni errate, come mette in guardia Bernardi in [Villani, 2012,
pag. 25]:

Qualche volta si aggiunge che il paradosso nasce perché Zenone non
conosceva le serie; il che e scorretto sul piano storico e filosofico.

[...] Per spiegare il paradosso con le serie, occorre accettare intervalli di
tempo e spazio sempre pit piccoli, il che non € scontato.

Inoltre, secondo vari critici, Zenone non intende negare il moto, piutto-
sto vuole mostrare come assumere che il punto abbia “una dimensione”
0, in altre parole, sia un “punto-granello”, porti ad un assurdo. Lo precisa
la Castelnuovo nella lettura appena indicata, ed & espresso chiaramente in
[Lombardo Radice, 2014, pag. 41]:

A nostro parere Zenone non voleva dimostrare I'impossibilita del moto,
ma ridurre all'assurdo la tesi dei pitagorici, che componevano il conti-
nuo con atomi (punti) di dimensione finita. Nella ipotesi pitagorica, infat-
ti, la somma di un numero crescente di segmenti, anche se decrescen-
ti, sempre pit piccoli, dovrebbe tendere comunque all’infinito, perché
ciascuno conterrebbe un numero intero di atomi dotati di dimensione
(sarebbe come fare la somma di infiniti numeri interi, che tende certa-
mente all’infinito).

.. € oltre

Senza nulla togliere alla centralita della serie geometrica, dare un
rapido sguardo ad altre somme infinite permette di formarsi una visione
piu precisa delle serie e di non generalizzare proprieta che valgono solo
nel caso speciale esaminato.

Si puo allora considerare la serie armonica Z:ﬂ% e dimostrarne la
divergenza minorando blocchi di addendi consecutivi con la quantita %;
€ un esempio notevole che mostra come una serie pud non convergere
anche se il termine generale tende a 0. Rimandiamo invece alla classe
quinta e al calcolo integrale la discussione del caso generale Z: » #;

piuttosto in quarta e interessante soffermarsi sulla serie che si ottiene
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per a. = 2, calcolare il valore di alcune somme parziali ed eventualmente
suggerire 'idea di come si puo dimostrare la sua convergenza?'.

2.2.5 Misuriamo l'infinito: un approfondimento

E un tema ricco che si pud affrontare a vari livelli di profondita, ma
che proponiamo come approfondimento poiché non & strettamente
necessario nel percorso che abbiamo previsto per il liceo scientifico;
eppure, lo vedremo, concorre a fornire un’idea piu completa della ma-
tematica che si puo fare a scuola.

Approfondimento. La questione &€ delicata, era citata nei programmi del
Piano Nazionale per I'Informatica [MPI, 1996]??, ma non compare esplicita-
mente nelle Indicazioni nazionali, anche se si pud scorgere un riferimento
negli Obiettivi specifici di apprendimento per il secondo biennio:

[...] studiera la formalizzazione dei numeri reali, anche come introduzio-
ne alla problematica dell’infinito matematico (e alle sue connessioni con
il pensiero filosofico).

Le ragioni per guardare all’infinito, nell’accezione di distinguere le diver-
se cardinalita, sono di varia natura. Innanzitutto affinare I’abilita di compren-
dere e produrre dimostrazioni — un lavoro fondamentale, iniziato ancora
nella classe prima —, consolidare aspetti della logica — ad esempio, negare
un’affermazione e utilizzare i quantificatori —, ma anche approfondire il si-
gnificato di definizione all’interno di una teoria matematica — come quella di
insieme infinito. Inoltre il tema offre I'occasione di discutere rilevanti aspetti
storici della matematica e di farlo in un ambito significativo ed intrigante, al
punto che Hilbert nel 1921 scriveva:

L’infinito! Nessun altro problema ha mai scosso cosi profondamente
lo spirito umano; nessuna altra idea ha stimolato cosi profondamente

*" Precisamente, si puo ricorrere alla maggiorazione 1 < ﬁ pern > 1 e alla conver-

. , - 1
genza della serie telescopica 2, nn—1)-

2| programmi per il triennio del PNI sono entrati in vigore a partire dal’anno sco-
lastico 1989/90 e la sperimentazione & terminata nell’anno scolastico 2009/10.
Precisamente, al punto 2.1 del tema n. 2 per il triennio & indicato:
Confronto tra insiemi infiniti.
E nel commento allo stesso tema si trova:
Il confronto tra insiemi infiniti dovra far risaltare la potenza del numerabile e quella del conti-
nuo.
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il suo intelletto; e tuttavia nessun altro concetto ha maggior bisogno di
chiarificazione che quello di infinito.

Un ottimo riferimento ¢& il testo [Paola et. al, 2017, da pag. 31 a 33],
adatto pure agli studenti, mentre € per il docente il saggio [Lombardo Radi-
ce, 2014], anche se diverse parti sono comunqgue alla portata dei ragazzi.

Chiariti questi diversi aspetti, ci proponiamo di illustrare cosa secondo
noi e rilevante discutere nella classe quarta e come farlo.

Dal contare al confrontare

La questione di partenza si pu0 sintetizzare in questo modo:

Come si puo determinare il numero di elementi di un insieme?

Se l'insieme ¢ finito si pud contare, nel senso comune del termine
(“uno, due, tre,..., n”); ma se l'insieme ¢ infinito, come si pud rispon-
dere a tale domanda e cosa vuol dire numero di elementi? Lidea € di
passare dal contare gli elementi dell'insieme al confrontare 'insieme
con un altro, e cio si traduce formalmente con lo stabilire se esiste una
corrispondenza biunivoca tra i due; in tal caso si dira che i due insiemi
hanno lo stesso numero di elementi.

Operativamente la prima parte della nostra indagine si pud organiz-
zare in piu tappe: precisata la nozione di funzione biunivoca, si investi-
gheranno le corrispondenze tra insiemi infiniti, facendo riferimento alla
visione intuitiva, e magari ingenua, di infinito che hanno gli studenti. Ci
si imbattera cosi in vari paradossi € precisamente in fatti che valgono
per insiemi infiniti ma non per insiemi finiti; ora, si utilizzeranno proprio
questi fatti incredibili per dare una definizione di insieme infinito.

Vediamo allora piu nel dettaglio come si pu0 articolare questa parte
del percorso, premettendo che utilizzeremo il termine paradosso nel
senso che Bernardi indica in [Villani et al., 2012, pag. 25], al punto b):

La parola paradosso assume almeno tre significati:

a) una contraddizione (si paria, in questo senso, anche di antinomia);
b) un’affermazione che sembra molto strana, che e in contrasto con le
nostre aspettative, ma in realta & corretta;

¢) un ragionamento che sembra impeccabile, ma contiene un errore e
porta ad una conclusione assurda.

Uno dei piu significativi € quello proposto da Galilei nei Discorsi e
dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze del 1638: I'in-
sieme dei numeri naturali € in corrispondenza biunivoca con I'insieme
dei loro quadrati. Ma come & possibile, visto che «il tutto & maggiore
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della parte»? Lo scriveva gia Euclide negli Elementi, indicandolo come
quinta nozione comune per la sua presunta evidenza.

Oltre al paradosso parte-tutto, ce ne sono altri la cui dimostrazione
¢ alla portata degli studenti; tuttavia, per non appesantire I'esplorazione
e per non correre il rischio di confondere i ragazzi con troppi dettagli, si
puo valutare di esaminarli in seguito. Si tratta dei paradossi illimitato-li-
mitato e dimensione due-dimensione uno, ossia rispettivamente della
corrispondenza biunivoca tra I'insieme dei numeri reali € un suo inter-
vallo limitato, e di quella tra il quadrato ed un suo lato. Incredibile. «L.o
vedo ma non ci credo» scrive infatti Cantor nel 1877, proprio dopo aver
dimostrato quest’ultima corrispondenza.

'aspetto per noi rilevante e che questi fatti sorprendenti non valgo-
no per gli insiemi finiti € pertanto si possono utilizzare per definire gli in-
siemi infiniti; al paradosso parte-tutto ha proposto di ricorrere Dedekind
nella sua definizione del 1872.

Confrontiamo gli insiemi numerici fondamentali

Dopo aver posto la questione in questi termini e aver discusso gli
aspetti generali, si entrera nello specifico e si confronteranno gli insiemi
Z e Q con il pit piccolo degli insiemi infiniti, I'insieme N dei numeri na-
turali, ricostruendo assieme agli studenti i classici procedimenti grafici
di enumerazione dell'insieme dei numeri interi e dell’insieme dei numeri
razionali. In realta, per sfruttare appieno le potenzialita offerte dal ric-
co contesto, riteniamo che si possa andare oltre e invitare i ragazzi a
produrre autonomamente alcune dimostrazioni elementari: ad esem-
pio, costruire funzioni biunivoche tra due insiemi dati oppure valutare
se sono biunivoche alcune funzioni assegnate, come proponiamo nel
foglio di attivita 75 e nel video?, realizzato con il Laboratorio DiCoMat.

Non & tutto. La questione si pud interpretare in modo suggestivo
mediante il celebre albergo dotato di infinite stanze ideato da Hilbert nel
1920: la vicenda e descritta con chiarezza nella lettura a fumetti [Osen-
da, 2009] e nel racconto L’hotel straordinario in [Bartocci, 2006], che gli
studenti possono esaminare attivamente attraverso le domande poste
nell’attivita L’albergo di Hilbert.

A questo punto i ragazzi potrebbero pensare che tutti gli insiemi
infiniti siano numerabili e dunque che tutti gli insiemi infiniti abbiano o
stesso numero di elementi. Si accennera allora al procedimento diago-
nale di Cantor, che mostra come I'insieme dei numeri reali non sia in

% http://laureescientifiche.science.unitn.it/simulazione_risorse/quesito-19.html. I vi-
deo, come gli altri analoghi prodotti con il Laboratorio DiCoMat, € accompagnato
da una risoluzione scritta € da alcuni approfondimenti per lo studente.
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corrispondenza biunivoca con quello dei numeri naturali e, in questo
senso, abbia piu elementi. La dimostrazione vera e propria & riservata
agli studenti solidi, che possono far riferimento a [Paola et al., 2017
pag. 22, 23]; tuttavia si pud condividere con tutti una versione sempilifi-
cata, sostituendo agli allineamenti decimali le pit innocue sequenze di
pallini di due colori, come avviene nel laboratorio “Pallini”, disponibile sul
sito di Ester Dalvit [Dalvit, 2022].

E con cio riteniamo di aver realizzato I'obiettivo iniziale di misurare gli
insiemi infiniti e di discutere gli aspetti che ne scaturiscono, ad un livello
adeguato per lo studente della scuola secondaria di secondo grado.
Tuttavia, a seconda del contesto classe, si pud completare 'indagine
accennando all’ipotesi del continuo e al fatto che IR non & I'insieme piu
NnuMeroso ma che si possono costruire insiemi dotati di pit elementi,
nell’accezione illustrata in questo blocco.

Anche questa parte del percorso interviene nell’esempio di prova
verifica 4, che e incentrato sulla serie geometrica e sulla determinazio-
ne dell'insieme di definizione delle funzioni, argomento quest’ultimo di
cui diremo nel prossimo paragrafo. Naturalmente la misura dell’infinito
vi compare quale approfondimento, ma alcune nozioni coinvolte, ad
esempio la biiettivita di una funzione, sono fondamentali e dovrebbero
essere ugualmente esaminate in classe e considerate nella verifica an-
che se non si fossero affrontati tutti gli aspetti indicati in questa sezione.

2.2.6 Finalmente i limiti

Come pianificare il percorso? Completare prima I'esame dei limiti
allinfinito e solo in seguito considerare i limiti al finito, oppure discutere
contemporaneamente i due casi? Partire dai limiti di successioni oppu-
re da quelli di funzioni?

Sono queste le principali opzioni che si presentano e, sperimentan-
dole in classe, ci siamo resi conto che ciascuna di esse comporta sia
vantaggi sia difficolta; pertanto, per decidere quali seguire, conviene
basarsi soprattutto sulla propria sensibilita didattica, anche in relazione
alla situazione della classe. In questa sezione comunque una scelta la
faremo, visto che analizzeremo contemporaneamente i limiti all’infinito
e al finito, iniziando dai limiti di funzioni; ma, lo ribadiamo, cid non si-
gnifica che questo sia I'approccio migliore in assoluto. Peraltro i limiti di
successioni sono gia comparsi nel nostro percorso, sebbene in modo
informale come nel caso della serie geometrica, € interverranno gia nel-
le prime esplorazioni sul comportamento di semplici funzioni vicino agli
estremi del loro insieme di definizione, ma anche nella stima dell’anda-
mento delle funzioni base, come preciseremo a breve.
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Ma prima l’insieme di definizione di una funzione

Per studiare i limiti € necessario saper individuare con sicurezza I'in-
sieme di definizione di una funzione. E una questione che abbiamo gia
discusso in varie occasioni nel percorso e lo abbiamo fatto sostanzial-
mente nei due ambiti che seguono.

¢ Nel risolvere equazioni e disequazioni e, in qualche caso, nell’'indivi-
duare i valori di una variabile per i quali & definita una formula

¢ Nei problemi di ottimizzazione. Pensiamo, ad esempio, al problema
di trovare il cilindro di massimo volume, fissato il valore della super-
ficie totale; se studiamo il volume in funzione del raggio di base,
questo vincolo determina un intervallo nel quale pud variare il raggio.
In generale, dunque, si tratta di stabilire quale funzione modellizza |l
problema e quali valori pud assumere, nel contesto del problema, la
variabile indipendente che compare in questa funzione.

Ora ci sembra il momento di affrontare in modo piu sistematico
la questione, considerandola come problema specifico da discutere
sull'intero panorama delle funzioni note agli studenti?*.

Queste considerazioni sono alla base del foglio di attivita 76, che
consente, tra l'altro, di consolidare la risoluzione dei vari tipi di equazioni
e disequazioni esaminati nel percorso. Naturalmente sono utili anche gli
esercizi che si trovano su ogni libro di testo, purché non siano troppo
articolati — il che li rende artificiali agli occhi degli studenti —, non siano
suddivisi rigidamente in compartimenti stagni — prima le funzioni ra-
zionali, poi le irrazionali... — e non si abbia fretta di proporli gia nel
primo biennio — ad esempio, gia nel capitolo sui radicali nella classe
seconda —, poiché i ragazzi non ne intravedono ancora [’ utilita.

Quali motivazioni per i limiti?

I limiti sono gia intervenuti in varie occasioni nel nostro percorso:
nella definizione di derivata, nella rappresentazione qualitativa dei grafici
di alcune funzioni, nello studio delle somme infinite. Tuttavia li abbiamo
considerati in modo informale, facendo appello all’intuizione e non ad
una qualche definizione; ora ci sembra opportuno precisare cosa sono
€ come operano, per le ragioni che possiamo sintetizzare come di se-
guito e che naturalmente & bene discutere con gli studenti.

# Preferiamo procedere per gradi e non considerare in questa fase le funzioni trigo-
nometriche inverse e nemmeno le funzioni della forma f(x)¥.
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e Per descrivere con precisione il comportamento di una funzione agli
estremi dell’insieme di definizione ed indicarlo in modo conciso ed
espressivo. Ad esempio, il comportamento all’infinito della funzio-

ne P(t) =$e[+et, dove k > 0, che modellizza la crescita di alcune

popolazioni al tempo t, oppure 'andamento della quantita di moto

relativistica p(v) = % per velocita v prossime a quella della
—-Vve/C
luce.

e Per tracciare il grafico qualitativo di una funzione a partire dalla sua
espressione. Certo il software aiuta, ma non & sempre facile inter-
pretare le rappresentazioni che fornisce; ad esempio, pur ricorrendo
allo zoom, con GeoGebra non &€ immediato congetturare i valori a

cui tendono le funzioni fx) = XX+ 10X ¢ gpg = — X per x “gran-

X2+ 1 50Vx + 1
di”. In ogni caso, 'immagine prodotta & pur sempre costituita da
un numero finito di punti, e dunque non permette di stabilire con
sicurezza il comportamento della funzione fuori dall’intervallo consi-
derato.

e Perché quella di limite &€ una nozione fondamentale. Precisarla per-

mette da una parte di comprendere meglio le situazioni gia esami-
nate in cui essa interviene ma anche la definizione di integrale, e
dall’altra di discutere aspetti piu delicati, quali la continuita delle fun-
zioni (entrambe questioni di cui ci occuperemo nella classe quinta),
poiché fornisce le idee e le parole per farlo.
Del resto, I'ordine seguito nel percorso & essenzialmente quello in
cui si € sviluppata storicamente la nozione di limite: prima & stata
utilizzata in modo informale e solo dopo alcuni secoli, nel 1872 con
Heine, e stata sistemata rigorosamente secondo i canoni condivisi
ancora oggi dalla comunita dei matematici.

Non ci sembrano invece adeguate per lo studente di scuola se-
condaria le questioni che spesso pongono i libri di testo per iniziarne
lo studio. Davvero ha senso partire dal calcolo del limite lim )f;i? Con

x=1 -

cid non intendiamo dire che non sia importante, anzi, tale limite esprime
la definizione di derivata della funzione x2 nel punto x, = 1 e percio va
discusso nel percorso; non pero all’inizio, quando lo studente non di-
spone ancora di un bagaglio di esempi e di esperienze per apprezzarlo.
Al riguardo Villani precisa in [Villani, 2003a]:

Gli esempi addotti nei libri di testo per illustrare la definizione di limite
sono di una banalita estrema, che rischia di essere addirittura fuorvian-
te. Di fronte ad esempi del tipo IX[Q X*+3x-70 IirQ );2_‘3)9, tutti gli stu-

denti, da quello pit interessato a quello pit sprovveduto, si rendono
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conto che il valore del limite pud essere calcolato semplicemente so-
stituendo nella funzione (se necessario riscritta in forma semplificata)
I'ascissa del punto limite al posto della variabile X.

Non solo calcoli

Lo dicono le Indicazioni nazionali negli Obiettivi specifici di apprendi-
mento, che perod collocano i limiti al quinto anno:

[Lo studente] Acquisira il concetto di limite di una successione e di una
funzione e apprendera a calcolare i limiti in casi semplici.

Insomma, richiedono di prestare attenzione anche alla costruzione
del concetto. E una questione delicata e sono note in letteratura le
difficolta che incontrano gli studenti nel farlo: oltre alle misconcezioni,
che esamineremo nel seguito, e alla complessita della struttura logica
della definizione, dovuta alla presenza di quattro quantificatori, sembra
esserci uno scarto tra l'idea intuitiva di limite e la sua formalizzazione
rigorosa. Lo chiarisce Zoccante in [Villani et. al, 2012, pag. 118 e 119],
dove approfondisce alcune sfaccettature di questa contrapposizione
e le sintetizza con i termini operazionale/strutturale, dinamico/statico,
costruttivo/di verifica, strumentale/logico-fondazionale, geometrico/nu-
merico.

Pertanto & opportuno procedere per gradi € prima investigare infor-
malmente i casi fondamentali che si possono presentare: limiti all’infi-
nito, finiti e infiniti, e limiti infiniti al finito; I'opzione limite finito al finito &
invece piu delicata e si pud esaminare in seguito.

Per iniziare si pud sondare il comportamento di alcune semplici fun-
zioni per x “grandi”, ad esempio 1? +2e & e di funzioni quali %; o]
Inx per x “vicini” a zero, analizzando porzioni del grafico e tabelle di
valori della funzione. Ecco allora che, per precisare il loro andamento,
si utilizzera la nozione di limite € la sua notazione, e si chiarira un po’ il
significato di tale scrittura mediante descrizioni del tipo:

fix) si “avvicina” con precisione a piacere ad L, per x “sufficientemen-
te” grande.

Con lo stesso approccio si pud esaminare poi il comportamento
delle funzioni base e congetturare i loro limiti agli estremi dell’insieme di
definizione. Ed & importante anche individuare i limiti significativi sugge-
riti da un dato grafico e, all'inverso, tracciare un possibile grafico di una
funzione di cui sono assegnati opportuni limiti (foglio di attivita 77). Si
riprende e si amplia cosi il lavoro sui grafici, iniziato ancora nella classe
seconda, con I'esame degli zeri e del segno, e continuato nella classe
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terza, con lo studio, mediante la derivata, della crescenza, decrescenza
ed estremi locali.

Discussi gli aspetti qualitativi, € importante compiere un ulteriore
passo e precisare quantitativamente il significato dei termini che com-
paiono nella descrizione informale di limite.

Si possono allora effettuare alcune stime e cercare il piu piccolo (o
il piu grande) intero per il quale il valore della funzione cade in un dato
intorno del limite, come si propone nel foglio di attivita 78. La richiesta
che il numero sia intero & cruciale, poiché induce lo studente a non
limitarsi a fornire la soluzione di un’equazione, ma a riflettere sul suo si-
gnificato e ad interpretarla, magari con 'aiuto del grafico, per precisare
I’'andamento della funzione; insomma non basta applicare meccanica-
mente una procedura.

Questi aspetti sono sintetizzati nella dispensa Limiti: un approccio
informale, con i file®® Limiti1Assex.ggb, Limiti2Assex.ggb, Limiti3aAs-
sex.ggb e Limiti3bAssex.ggb, che aiutano a visualizzare la situazione.
La formulazione & volutamente non rigorosa, e questo va comunicato
agli studenti ed € precisato dall’'uso delle virgolette per indicare i termini
che fanno riferimento alla sola intuizione.

Stiamo sempilificando troppo? A noi non sembra, e comungue Si
tratta solo di un primo approccio alla formalizzazione, visto che poi
discuteremo la definizione vera e propria. D’altra parte i canoni del
rigore in matematica non sono assoluti ma si evolvono nella storia, e
questo vale anche per la nozione di limite; infatti la nostra formulazio-
ne ricorda quella proposta nel 1821 da Cauchy nel Cours d’analyse
algebrique:

Quando i valori successivamente attribuiti ad una stessa variabile si
avvicinano indefinitamente ad un valore fissato, in modo da finire per
differirne tanto poco quanto si vorra, quest’ultimo e chiamato il limite di
tutti gli altri.

All’epoca il testo era considerato rigoroso, come scrive Bottazzini in
[Bottazzini, 1981, pag. 98]

[...] questo volume di Cauchy [...] diventava il manifesto della «<nuova»
analisi, un libro «che deve essere letto da ogni analista che ami il rigore
nelle ricerche matematiche» come scrisse Abel (1826).

% Realizzati da Michele Avancini, come quelli relativi alla dispensa successiva.
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E lo era anche nelle intenzioni dell’autore, che addirittura riteneva di
aver raggiunto il rigore definitivo in analisi ([Klein, 1999a, pag. 1107]).
Ma in seguito, come abbiamo visto riflettendo sull’introduzione della de-
rivata nella classe terza, la definizione e stata riesaminata criticamente,
considerata inadeguata e sostituita dalla formulazione mediante gli €-6,
che e ancora tra quelle accettate dalla comunita dei matematici.

Oltre a descrivere il significato di limite, nella dispensa si mette in
discussione il tipico misconcetto secondo il quale il grafico non pud
incontrare I'asintoto orizzontale. Probabilmente cio e frutto di un’imma-
gine stereotipata della nozione di limite, ridotta al comportamento della
funzione% all'infinito, e sembra essere piuttosto radicato, al punto che
J.B. D’Alembert nel 1757 alla voce “Limite” dell’Encyclopédie scriveva:

A dire il vero, il limite non coincide mai, 0 non diventa mai uguale alla
quantita della quale e il limite, ma questa le si avvicina sempre di pit, e
puo differirne cosi poco quanto si vorra.

Su queste basi gli studenti dovrebbero essere pronti per discutere la
definizione formale di limite, facendo riferimento alla dispensa Definizio-
ne di limite con ifile LimitiTAssey.ggb e Limiti?ZAssey.ggb, anche se non
€ necessario farlo proprio in questa fase del percorso. In ogni caso ci si
soffermera soprattutto sui limiti all’infinito e si considereranno questioni
analoghe a quelle proposte nella seconda parte del foglio di attivita 78,
ossia del tipo:

Prova ad indicare quale limite € definito in questo modo:
VM dc: x <c=fix) > M.

Lo scopo di questo lavoro non € che gli studenti sappiano ripetere una
definizione, ma che comprendano piu a fondo la nozione di limite, doven-
dola precisare formalmente, e nel contempo sviluppino abilita importanti
anche in altri contesti, quali interpretare un testo espresso mediante |
simboli specifici e comunicare nel linguaggio proprio della disciplina.

Per analoghe ragioni, riteniamo che nella scuola secondaria si pos-
sa tranquillamente evitare di verificare il valore di un limite mediante la
definizione; come abbiamo visto prima, € molto piu formativo stimare
il valore della funzione sui numeri interi, e semmai gli studenti doves-
sero affrontare la questione piu avanti nel corso di studi (assistendo
ad una lezione o consultando un testo), confidiamo che gli strumenti
sviluppati in questo percorso permettano loro di comprendere come
farlo.
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Calcolo di limiti: i primi passi

Come scrivono le Indicazioni nazionali, € opportuno ridurre il calcolo
dei limiti a

casi semplici

anche se non ci sembrano tutti semplici i quesiti proposti nelle prove
degli Esami di stato per il Liceo scientifico. Ad esempio, non lo & secon-
do noi il quesito 4 del tema assegnato nella sessione ordinaria dell’anno
2018 [MIUR, 2018a]:

Considerata la funzione fix) = z~SX =€, determinare, se esistono, i

valori di lim f(x), lim f(x), giustificando adeguatamente le risposte fornite.

In realta, il tipo di richiesta & indubbiamente ragionevole, visto che
induce a “mettere le mani” sulle funzioni che compaiono senza seguire
procedure standard; semmai sono troppo articolate le espressioni del
numeratore e del denominatore: forse bastavano meno addendi per
ottenere 0 stesso scopo.

Prima di esaminare aspetti specifici del calcolo conviene osservare
che, per le funzioni elementari®®, il valore del limite per x che tende ad
un punto ¢ dell’insieme di definizione ¢ il valore della funzione nel punto,
ossia vale lim flx) = fic) (dispensa Limiti: aspetti di calcolo). Questo fatto
esprime la continuita delle funzioni elementari, ed € importante che dli
studenti ne siano consapevoli fin da subito, anche se lo approfondi-
ranno solo piu avanti nel percorso. E da questo fatto segue che i limiti
significativi delle funzioni elementari, ossia quelli che non si calcolano
semplicemente determinando il valore della funzione nel punto, sono |
limiti agli estremi dell'insieme di definizione che non appartengono ad
ess0; pertanto & di questi che ci occuperemo.

Per iniziare si possono studiare le cosiddette forme determinate. |
libri di testo di solito ne esaminano molte, ma secondo noi le uniche
da approfondire sono £ e g dove?” k # 0 nel secondo caso; le altre
sono immediate e gli studenti dovrebbero riuscire a determinarne il va-
lore volta per volta quando le incontrano, basandosi su considerazioni

% Ossia una funzione base oppure una funzione che si ottiene dalle funzioni base con
le operazioni di addizione (sottrazione), moltiplicazione (divisione) e composizione.
" Con la notazione “k” siindica in modo compatto la seguente situazione: si intende

calcolare Iim% e vale lim fx) =k, lim gx) = . I[N Modo analogo si devono intendere
jadd Jak ekl

(x—a) (x—a) (x—a)

le altre scritture dello stesso tipo che compaiono nel testo.
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intuitive € non su un lungo elenco di risultati. Questo € in sostanza I'ap-
proccio con cui dovrebbero calcolare i limiti raccolti nel foglio di attivita
9.

A questo punto si pud passare ad investigare le forme “=” «Q»
“0 - «0” & “+oo—o0”, magari a partire da alcune domande quali:

o 7 ’

E vero che se un limite & della forma “=”, allora vale 1?
E se un limite € della forma “+eo—o”, vale 07

Gli studenti dovrebbero accorgersi che si tratta di situazioni diverse
da quelle esaminate prima, visto che ora il limite richiesto non & piu uni-
vocamente determinato dal solo valore del limite del numeratore e del
denominatore e, piu in generale, dai limiti delle singole funzioni che in-
tervengono (di qui il nome di forme indeterminate). Tuttavia I'intuizione,
per quanto importante, non basta: € necessario andare oltre, ricercare
le ragioni sottese a tali fatti e provare ad organizzare una giustificazione
rigorosa, costruendo opportuni controesempi per ciascuna delle quat-
tro forme.

Calcolo di limiti e grafici di funzioni

Una volta compreso il quadro generale si puo entrare piu nel detta-
glio e discutere come calcolare i limiti che si presentano in tali forme in-
determinate, iniziando magari dalle funzioni razionali € irrazionali e dalla
forma “=” ed estendendo poi le idee sviluppate in questo caso notevole
alle altre funzioni e alle altre forme indeterminate.

Gia in questa situazione si pud determinare il valore del limite ra-
gionando direttamente sulla rapidita di crescita all’infinito delle funzioni
base coinvolte, senza dover applicare ogni volta il classico procedimen-
to algebrico proposto nei manuali, che consiste nel raccogliere I'ad-
dendo di grado maggiore a numeratore e a denominatore. Tale mani-
polazione resta comunque utile per giustificare I'approccio basato sugli
ordini di infinito e per chiarire eventuali dubbi (ad esempio, & sempre
corretto considerare solo i termini di grado maggiore?), perciod e bene
che i ragazzi la conoscano e la utilizzino quando serve; tuttavia, 1o ri-
badiamo, precisare il valore del limite dovrebbe essere frutto di un’ac-
curata riflessione e non dell’applicazione meccanica di una procedura.

La forma “+eo—o0” si pud esaminare in modo analogo e non ha biso-
gno di ulteriori commenti; invece la forma “0 richiede un approccio di-
Verso, e per questo pensiamo vada affrontata piu avanti, nelle modalita
che chiariremo nella prossima sezione.

Un’ulteriore differenza rispetto ai libri di testo &€ che preferiamo non
esaurire il calcolo dei limiti prima di applicarlo alla costruzione dei grafici
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delle funzioni, ma proponiamo di affrontare in parallelo le due questioni,
poiché si motivano e arricchiscono a vicenda. Per questo nei fogli di
attivita 20 e 21 richiediamo di utilizzare i limiti fin da subito per tracciare
il grafico di semplici funzioni razionali e irrazionali e per discutere modelli
significativi, come I'energia potenziale di Lennard-Jones € la quantita di
moto relativistica.

Su queste basi si pud passare ad esaminare le funzioni esponen-
ziali e logaritmiche e i loro limiti. In questo contesto una delle questioni
piu importanti € estendere la discussione sugli ordini di infinito: ancora
una volta gli studenti sondano il comportamento all’infinito delle funzioni
e, x4, Inx mediante un approccio operativo-sperimentale, consideran-
do i rapporti tra due qualsiasi di esse e analizzando tabelle di valori
e porzioni del grafico; si possono cosi rendere conto che tali funzio-
ni crescono con velocita diverse e dovrebbero riuscire a congetturare
una “gerarchia” di infiniti, come precisato nella dispensa Limiti: ulteriori
aspetti di calcolo con il file Ordinilnfinito.ggb. A questi risultati faranno
poi riferimento per calcolare limiti di funzioni costruite con funzioni base
di diverso tipo; piu avanti potranno eventualmente ricorrere al teorema
di de I'Hbpital, uno strumento potente che servira anche per dimostrar-
li, ma non € meglio che in casi elementari sappiano prevedere il valore
del limite e giustificarlo rapidamente, invece di ricavarlo come risultato
di un calcolo?

Per prendere confidenza con questi aspetti, con la forma indetermi-
nata “O - «” e con questioni analoghe a quelle proposte per le funzioni
razionali e irrazionali, si puo ricorrere ai fogli di attivita 22 e 23. Invece
per il consolidamento, oltre a semplici studi di funzione che si trovano
su qualsiasi libro di testo, si puo far riferimento al foglio di attivita 24, che
riporta esercizi relativi ai principali aspetti di calcolo esaminati fino qui,
mentre un esempio di prova & verifica 5.

Alcuni passi avanti

Ricapitolando, abbiamo investigato il significato di limite quale og-
getto matematico con cui formalizzare il comportamento di una funzio-
ne all'infinito o in prossimita di un punto, abbiamo discusso come cal-
colarne il valore in casi elementari, e lo abbiamo utilizzato per tracciare
grafici di funzioni e per analizzare semplici modelli. Insomma abbiamo
esaminato gli aspetti fondamentali, ma ne restano ancora altri da discu-
tere, ed € meglio riuscire a farlo gia nella classe quarta.

e Teorema del confronto.
C’e da studiare il caso in cui il limite non esiste, come avviene ad
esempio per le funzioni seno e coseno all’infinito. Tuttavia cid non
accade per ogni limite in cui intervengono le funzioni trigonome-
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triche e per comprenderlo & utile considerare alcuni semplici casi
come lim S'QX , esplorare il comportamento della funzione allinfinito

X—+o0

e congetturare il valore del limite; per dimostrarne la correttezza si

potra infine discutere il teorema del confronto (dispensa Teorema del
confronto € file Confronto.ggb).

Con il foglio di attivita 25 e il file MotoSmorzato.ggb si possono poi
consolidare gli aspetti di calcolo, analizzare semplici modelli di feno-
meni periodici e applicare i nuovi strumenti allo studio del grafico di
funzioni trigonometriche, completando cosi il lavoro svolto nel seg-
mento precedente del percorso relativamente alle funzioni razionali,
irrazionali, esponenziali e logaritmiche.

Forma indeterminata “9” e teorema di de | "Hopital.

Il teorema pud sembrare magico agli studenti — perché mai il limite
del rapporto tra due funzioni dovrebbe essere uguale a quello tra le
loro derivate? —, e per questo & opportuno discuterne insieme una
giustificazione: I'idea € di approssimare i valori delle funzioni a nu-
meratore e a denominatore con quelli che si ottengono muovendosi
lungo le tangenti ai loro grafici nel punto in cui si calcola il limite; ora,
entrambe le funzioni si annullano in tale punto, percio localmente il
rapporto tra i valori delle due funzioni si approssima con il rapporto
tra i valori delle loro derivate. Naturalmente questa non € una dimo-
strazione, ma & comunque formativa poiché mette in gioco l'inter-
pretazione geometrica della derivata.

La regola di de I'HOpital si pud applicare inoltre alla forma “=”, e cio
permette di dimostrare i risultati sugli ordini di infinito, introdotti in
una delle attivita precedenti e gia impiegati in diversi esercizi. Tutta-
via & bene andare oltre il calcolo e discutere anche aspetti un po’ piu
speculativi, ad esempio se il teorema si puo invertire oppure quando
e conveniente utilizzarlo € quando non lo &; se ne parla nei fogli di
attivita 26 e 27, che sono pero rivolti perlopiu al riepilogo sui limiti e
sulla costruzione dei grafici di funzioni.

00

E i limiti notevoli?

Diciamo subito che non ci sembrano utili gli esercizi che richiedono
manipolazioni algebriche piuttosto sofisticate per esprimere un dato
limite in termini di limiti noti, raccolti spesso in elenchi nei manuali
e indicati appunto come limiti notevoli. O meglio, non ci sembrano
formativi per gli studenti della scuola secondaria, visto che ci sono
contesti ben piu significativi nei quali sviluppare abilita di calcolo.
Invece val la pena esaminare il ruolo dei due limiti che sono citati nel
quadro di riferimento per la seconda prova del’Esame di stato per
i licei scientifici [MIUR, 2018], ovvero: lim S'QX e lim ex; L1l primo
ha una dimostrazione significativa che utilizza il teorema del con-
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fronto, mentre il secondo ¢ la nostra definizione del numero e come
base naturale o, pil precisamente, € la sua traduzione nel linguaggio
simbolico, come e chiarito nella sezione 1.2.5.

Il fatto poi che il valore di ciascuno dei due limiti sia 1 permette di
affermare che la derivata di sinx in x, = 0 € uguale a cosO e che la
derivata di e* in x, = 0 & uguale ad e°. Anzi, tali uguaglianze si pos-
sono estendere ad ogni numero reale, ossia la derivata della funzio-
ne sinx € cosx e la derivata della funzione e* € e per ogni x reale,
e questo grazie rispettivamente alla formula di addizione del seno
e alla proprieta caratterizzante della funzione esponenziale; si pud
approfittare dell’occasione per dimostrare la prima, mentre I'altra
dovrebbe essere gia stata esaminata nella classe terza.

e Limiti di funzioni del tipo f(x)o%
E il caso che manca per completare il quadro. Si pud partire da una
questione come quella che segue e che ha senso proporre addirit-
tura all’inizio del percorso sui limiti, anche se si svilupperanno solo in
seguito gli strumenti per affrontarla rigorosamente:

Il valore del limite I|m x* e 0 oppure 1? Ossia influisce di piti 'apporto
della base o,o,oure que//o dell’esponente?

La risposta non & scontata per gli studenti e si puo ottenere riscri-
vendo la funzione come f(x)9% = e9¥n) Mediante lo stesso approc-
cio si investigheranno poi altri esempi di limiti dello stesso tipo, ri-
cavando volta per volta il loro valore, e si incontreranno altre forme
indeterminate esponenziali.

Un’ultima osservazione prima di concludere: in questa sezione Ci
siamo occupati soprattutto dei concetti e dei principali aspetti di calco-
lo, ma & importante esaminare anche alcuni processi di approssimazio-
ne. Tra gli esempi che si possono considerare, uno dei piu interessanti &
ottenere I'area del cerchio come limite delle aree dei poligoni regolari in-
scritti, utilizzando la trigonometria; se ne parla, ad esempio, in [Adams,
2004, pag. 59, 60].

Un esempio di seconda prova sui limiti & verifica 6. Per il lavoro
estivo proponiamo invece la lettura Letture classe quarta e il foglio di
attivita 28, che riguarda le questioni nodali affrontate nel corso dell’anno
scolastico e di cui € bene disporre a lungo; e con questo ci sembra di
aver completato I'esame di quanto & significativo affrontare nel secon-
do biennio.
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2.3 Un percorso in sintesi

A conclusione del capitolo ci sembra utile sintetizzare alcuni aspetti
operativi del percorso che abbiamo proposto per la classe quarta, e lo
facciamo mediante una tabella che riporta contenuti e modalita nonché

i tempi indicativi per affrontarli.

E uno schema analogo a quello mostrato nel paragrafo 1.3 di que-
sto volume per la classe terza e a quello realizzato per le classi del
primo biennio e pubblicato in [Cappello e Innocenti, 2022, sez. 2.4];
anch’esso si basa su una accurata pianificazione delle attivita, sulla loro

sperimentazione in varie scuole e sulla revisione che ne & seguita.

CONTENUTI e MODALITA TEMPI.
(unita orarie)

1. Funzioni trigonometriche

Definizione di seno, coseno, tangente di un numero reale.
Funzioni trigonometriche e loro grafici; simmetrie del gra-
fico e funzioni pari, dispari.

Modelli periodici e funzioni della forma Asin(wx): interpre-
tazione geometrica dei parametri, ampiezza e periodo.
Approfondimento: interpretazione dei parametri nel caso
di un’onda acustica.

Semplici equazioni e disequazioni goniometriche: inter-
pretazione mediante le funzioni e i grafici, determinazione
degli zeri sfruttando le simmetrie del grafico, funzioni in-
verse delle funzioni trigonometriche.

Formule di addizione del seno e del coseno,; formule di
duplicazione.

Derivata delle funzioni seno e coseno: congettura del-
la formula, derivata della funzione Asin (wx) e analisi del
moto armonico.

2. Calcolo delle probabilita: sviluppi

Richiami sul contare gli elementi di un insieme. Formaliz-
zZiamo: esempi di disposizioni, permutazioni e combina-
zioni; coefficienti binomiali.

Probabilita di eventi che dipendono da altri: probabilita
condizionata, un rapporto tra probabilita; dalla probabili-
ta degli “effetti” a quella delle “cause” mediante tabelle e
grafi ad albero, analisi di situazioni significative come test
clinici e falsi positivi, esame dei risultati.

Interpretazione geometrica della probabilita mediante la
misura di insiemi.
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Uno schema di base: le prove ripetute, modellizzazione in
vari ambiti (overbooking, sondaggi...). Calcolo della pro-
babilita di ottenere un dato numero di successi.
Approfondimenti: rappresentazione dei valori di probabi-
lita mediante tabelle e grafici; esperimenti e simulazioni;
valor medio probabilistico e suo significato statistico.

3. Derivata di funzioni composte

Composizione di funzioni. Formula della derivata di fun-
zioni composte.

Applicazione alle questioni gia esaminate con le funzio-
ni base: equazione della retta tangente, punti stazionari,
problemi di ottimizzazione, analisi dell’andamento di al-
cune funzioni che modellizzano situazioni fisiche o di altro
tipo.

4. Successioni aritmetica e geometrica

Invarianti della successione (differenza o rapporto tra ter-
mini consecutivi), interpretazione come “regola di sposta-
mento”, scrittura per ricorsione, espressione del termine
generale. Somma di un numero finito di termini della suc-
cessione.

Serie geometrica: somme infinite, allineamenti decimali
periodici, modellizzazione in geometria ed economia (pia-
ni di accumulo, mutui...); cenno ai paradossi di Zenone.
Cenni ad altre successioni, ad esempio alla serie armo-
nica.

5. Approfondimento: misurare Pinfinito

Misurare l'infinito: dai paradossi alla definizione di De-
dekind di insieme infinito, confronto con N degli insiemi
numerici Z. e Q, cenni alla non numerabilita di R. Una
rappresentazione espressiva: I'albergo di Hilbert.
Corrispondenze biunivoche, funzioni iniettive, suriettive.
Approfondimenti sulla dimostrazione e costruzione di
semplici dimostrazioni.

6. Limiti e grafici di una funzione

Determinazione dell’insieme di definizione di una funzio-
ne, anche quando la funzione modellizza una situazione,
come nei problemi di ottimizzazione.
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Approccio informale alla nozione di limite: esame del
comportamento di una funzione all’infinito e nell’intorno di
un punto mediante tabelle di valori della funzione e analisi
del grafico; asintoti orizzontali e verticali. Aspetti quantita-
tivi: stime dei valori della funzione su intervalli. Limiti delle
funzioni base agli estremi dell’insieme di definizione.
Interpretazione della definizione rigorosa di limite: dalla
formalizzazione nel registro simbolico alla descrizione nel
linguaggio naturale e alla scrittura mediante la notazio-
ne specifica dei limiti. Definizione di limite finito e infinito 25
all’infinito.

Calcolo di limiti: i casi “%” e “5”; limiti all’infinito di funzioni
razionali e irrazionali, confronto tra ordini di infinito per le
funzioni base. Esempi significativi: crescita logistica, an-
damento di una forza che dipende dall’inverso del qua-
drato della distanza. ..

Costruzione del grafico qualitativo di semplici funzioni
mediante gli strumenti limite e derivata. Esame di alcune
funzioni che modellizzano situazioni fisiche.

Ulteriori strumenti: comportamento all’infinito delle funzioni
trigonometriche e teorema del confronto,; caso “%” e regola

di de I'Hdpital, applicazione ad altre forme indeterminate;

limiti notevoli lim S'Xﬂ lim equ e interpretazione come pen-

denza, dimostrazione della derivata di sinx e richiami alla 20
dimostrazione della derivata di ex.

Cenni ai limiti di funzioni della forma f(x)o¥.

Limite nei processi di approssimazione: area del cerchio

come limite delle aree dei poligoni inscritti.
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3. Alcuni materiali didattici

3.1 Le verifiche sommative

Piu di tante parole, i testi delle verifiche sommative mostrano quali
sono gli aspetti che il docente reputa davvero importanti e, in particola-
re, i contenuti e le abilita che ritiene piu rilevanti tra quelli sviluppati nel
segmento di percorso in esame. Naturalmente in classe si fa di piu di
quanto si richiede poi nelle prove e non tutto si puo verificare, eppure
esse costituiscono una rappresentazione efficace del percorso che si
pensa di aver realizzato con gli studenti.

Questa ¢ la principale ragione per cui nel paragrafo mostreremo le
verifiche assegnate ad una nostra classe nell’arco del secondo biennio,
in modo da fornire uno sguardo immediato sulle scelte didattiche com-
piute e dare un’immagine piu concreta della nostra proposta illustrata
nei due capitoli precedenti.

| testi delle verifiche sono sostanzialmente quelli originali, con qual-
che eccezione:

e verifica 3 classe terza, esercizio 2: & stata indicata I’'espressione del-
la funzione polinomiale di secondo grado che nella versione originale
si doveva ricavare a partire da condizioni assegnate; infatti la verifica
€ gia molto ricca, dunque richiedere anche la costruzione dell'equa-
zione, peraltro gia discussa al secondo anno, non ci sembra rilevan-
te

e verifica 5 classe terza, esercizio 6: &€ stata eliminata la richiesta di
studiare il grafico qualitativo di una funzione della famiglia, per alleg-
gerire il quesito e poiché la questione si approfondira piu avanti, nella
classe quarta

e verifica 3 classe quarta, esercizio 6: la domanda e stata semplificata
poiché conteneva piu richieste dello stesso tipo

e verifica 5 e verifica 6 classe quarta: le due verifiche originali sono
state assegnate a distanza durante la pandemia di Covid-19, in una
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versione breve; le nuove versioni qui proposte contengono quindi
alcuni esercizi in piu che le completano.

Come organizzare una buona valutazione sommativa? E una que-
stione complessa, che esula dagli obiettivi del volume; tuttavia non vo-
gliamo eludere completamente la domanda e qualche considerazione
intendiamo farla.

Diciamo subito che & povera — e fornisce un’idea distorta della ma-
tematica che si puo fare a scuola — una verifica sommativa che, ad
esempio, preveda solo di risolvere equazioni e disequazioni esponen-
ziali, magari minuziosamente suddivise in piu tipologie. La prova do-
vrebbe vertere infatti su diversi contenuti nodali e, soprattutto, dovreb-
be permettere allo studente di mettere in atto piu abilita significative.
Naturalmente ci sono situazioni contingenti — urgenza di disporre di
valutazioni, necessita di dare rilevanza ad aspetti specifici, ad esempio
ad abilita di calcolo — in cui cid non e possibile, ma nell’arco dell’anno
scolastico & bene prevedere varie prove sommative complete, nel sen-
SO appena indicato.

Il nostro € un proposito impegnativo e per realizzarlo occorre de-
dicare molto tempo alla progettazione: ispirarsi magari a quesiti pro-
posti da altri ma poi scrivere il proprio testo, modulandolo sui propri
studenti e sul proprio percorso, in modo che la prova abbia un senso
pieno per loro e si fondi sugli aspetti a cui € stata data effettiva rile-
vanza in classe. Del resto, & un tempo ben investito, poiché permette
al docente di arricchire, non poco, le proprie competenze disciplinari
e didattiche.

Dunque varieta di contenuti e abilita. Ma ¢’e un’altra attenzione che
riteniamo fondamentale: fare in modo che ogni quesito risponda ad uno
O piu obiettivi ben precisi e diversi tra loro, almeno di norma. Perché ri-
chiedere piu volte le stesse cose, magari al medesimo livello di difficolta
e con sfumature insignificanti tra una domanda e l'altra”?

Per chiarire di quali obiettivi stiamo parlando, consideriamo, ad
esempio, la quinta verifica sommativa assegnata nella classe terza e
riportata nelle pagine successive; per ogni quesito essi si possono sin-
tetizzare rispettivamente in questo modo:

1. stimare valori della funzione esponenziale e utilizzare la calcolatrice
per controllare quanto ottenuto

2. costruire ed analizzare modelli esponenziali elementari, utilizzare |l
linguaggio naturale per caratterizzare una crescita, argomentare

3. risolvere disequazioni esponenziali e logaritmiche, interpretandole,
quando & opportuno, mediante le funzioni e i grafici

4. tracciare il grafico di funzioni esponenziali mediante trasformazioni
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geometriche e descrivere il procedimento seguito con i termini spe-
cifici

5. utilizzare la derivata per determinare I'equazione della retta tangente;
interpretare il testo, passare da una forma di rappresentazione all’al-
tra (simbolica e grafica)

6. ricavare informazioni su un modello esponenziale mediante la deri-
vata; leggere un’espressione distinguendo i ruoli delle lettere (varia-
bile e parametro)

7. utilizzare cio che si sa per affrontare situazioni nuove, manipolando
una formula in vista di un obiettivo (indicare come varia una grandez-
za noto I'aumento percentuale di un’altra)

8. utilizzare cio che si sa per affrontare situazioni nuove, passando da
una forma di rappresentazione all’altra e costruendo esempi.

Quelli indicati sono gli obiettivi specifici di ciascun quesito, ma in
tutta la prova e richiesto di curare la comunicazione e la giustificazione
del procedimento o delle affermazioni.

Tuttavia, non crediamo che si possa stabilire con certezza quali abi-
lita/competenze eserciti 0 meno lo studente nel rispondere: infatti alcu-
ni quesiti sono articolati e prevedono piu approcci, le abilita coinvolte
Spesso si intrecciano e comungque non sempre si possono dedurre da-
gli elaborati dei ragazzi.

Insomma, interpretare le risposte fornite & delicato, anche se si co-
nosce la classe; per questo puo essere opportuno approfondire diret-
tamente con i ragazzi le ragioni sottese, magari attraverso domande
mirate.

Fatte queste considerazioni sulla struttura della prova, osserviamo
che gli obiettivi vanno condivisi con gli studenti sia prima sia dopo la ve-
rifica; vanno precisati gia durante le attivita in classe, esplicitandoli volta
per volta nella situazione che si sta esaminando e illustrandoli anche
attraverso un esempio di prova, ossia una verifica assegnata in un anno
precedente o in un’altra classe, che serve per 'autovalutazione e per
mostrare concretamente cosa puo essere richiesto.

Naturalmente, va chiarito agli studenti che loro dovranno sapere di
pit di quanto compare nella prova fornita come esempio, perché que-
sta e appunto un esempio, un modello, € che non si devono aspettare
che poi sia riprodotta in ogni dettaglio nel tema in classe. Ha piuttosto
un ruolo analogo a quello di una lezione di guida: con listruttore a fian-
€O, si percorre un certo numero di strade della citta, si fa esperienza e si
costruisce cosi un bagaglio di situazioni note, ma poi all’esame (e ancor
di piu in seguito!) si dovra mostrare di saper guidare su una qualsiasi
strada della citta, anche se mai percorsa prima. Anzi, gradualmente
dovrebbero essere gli studenti stessi ad individuare gli obiettivi dal testo
della prova e a chiarirli tra loro e con il docente.
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Per quanto riguarda gli aspetti piu operativi, rimandiamo invece a
quanto ¢ stato gia precisato in [Cappello e Innocenti, 2022, sez. 3.1]:

[...] il tempo previsto per svolgere ogni prova € di 90 minuti, in modo
che gli studenti abbiano la tranquillita necessaria per riflettere sul si-
gnificato delle richieste, curare I’esposizione, realizzare rappresentazioni
grafiche, giustificare con chiarezza i passi compiuti e per controllare i
calcoli svolti. Inoltre € consentito 'uso della calcolatrice scientifica, ad
eccezione di alcuni esercizi indicati.

Una precisazione: il simbolo * che compare nel testo segnala un quesito
di una tipologia che non e stata discussa in classe, ma al Qquale i ragazzi
pOSSONO provare a rispondere utilizzando quanto conoscono.

Dopo la verifica gli studenti riesaminano a fondo i quesiti, ne discutono
insieme, riscrivono la risoluzione di alcuni di essi curando la formalizza-
zione, e si confrontano con lo svolgimento scritto che viene loro pro-
posto dal docente. E anche questo un modo per studiare ed imparare.
Ma non basta: dovrebbero riprendere gli esercizi anche in seguito e in
pit occasioni [...]. E, con l'aiuto del docente, dovrebbero riflettere sui
propri punti forti e di debolezza, sull’organizzazione dello studio, a parti-
re dalla gestione degli appunti. Cosi la verifica diventa un’occasione per
ripensare complessivamente il proprio apprendimento ed eventualmen-
te reindirizzarlo; non ci si pud accontentare di correggere i singoli errori
commessi e di prendere atto delle risposte esatte fornite.
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10 ottobre 2018 Classe terza Verifica 1

Verifica di matematica

1. La curva ¢ in figura, detta guartica piriforme, ha equa-

zione

y3(y_2)+x2=0. 1.5

— Lacurva ¢ ha simmetrie? Giustifica 1
— La corda orizzontale di lunghezza massima passa per

(O, %) Quanto ¢ lunga? o
— Mostra che a ¢ non appartengono punti di ordinata

maggiore di 2. _ - x

2. Disegna la circonferenza I' di equazione (x + 1)* + (y —3)? = 5.
— Considera la retta che passa per il punto P(0,1) di I' e ha pendenza -3; essa incontra I’
anche nel punto Q. Determina le coordinate di Q
— Il'segmento PQ ¢ un diametro di I'? Giustifica
— Sia AB la corda individuata su I' dalla retta x = % e sia C il centro della circonferenza.
Calcola I'area del triangolo CAB, senza determinare le coordinate diA4 e B.

3. Determina l'equazione della circonferenza che ha il centro sulla retta y = — E, sapendo che
ha come tangente la retta di equazione y = —2x + 1 nel punto A(1, —1).
Indica, nell'ordine, quali strumenti di GeoGebra utilizzi per risolvere il problema.

4. Trova per quali g, b, ¢ la circonferenza di equazione x? + y* + ax + by + ¢ = 0 ¢ circo-
scritta al triangolo di vertici P(2,1), Q(—1,-3),R(3,—1).
Poi completa i quadrati e riscrivi lequazione nella forma (x — x,)? + (v — y0)? = r2.
Infine spiega come si puo determinare il centro della circonferenza per via sintetica.

5. Considera l'insieme {(x,y) € R?| 1 < x? + y? < 3, y = 0}. Determina la sua area.

6.* E data unequazione della forma x? — ax + 3 = 0; supponiamo che abbia due soluzioni
positive diverse X1, X. Si vogliono costruire due segmenti di lunghezze x, e x,.
Per farlo, si puo considerare la circonferenza che ha un diametro di estremi B(0,1) e D(a, 3).
Poi si determinano i punti G, F in cui essa interseca I'asse x: OG e OF sono i segmenti cercati
(0 & lorigine).
— Per a = 4 mostra che la costruzione ¢& corretta, ossia che le ascisse di G e di F sono effet-

tivamente le soluzioni dell'equazione, cio¢ x; = 1 e x, = 3

— Mostra poi in generale che la costruzione ¢ corretta.
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12 novembre 2018 Classe terza Verifica 2

7

8.*

Verifica di matematica

. a) Indica gli strumenti GeoGebra che utilizzi per costruire l'ellisse mediante una circon-

ferenza, dati i fuochi e la somma delle distanze da essi.
Dimostra che il generico punto cosi ottenuto appartiene effettivamente allellisse.
b) Nella St. Paul’s Cathedral di Londra si trova una galleria che ha soffitto elissoidale ed &

chiamata “camera dei sussurri”. Prova a spiegare per quale ragione.

Una fotografa', posta nel punto A individua un uccello raro appollaiato sulla cima di un al-

bero in P. Iangolo di elevazione ¢ a e la distanza dall’'uc- P
N . .9

cello ¢ d. La fotografa avanza lentamente, fino ad arrivare JPtiac

nel punto B in cui I'angolo di elevazione ¢ 5. d .--—

— Esprimi la distanza BP in funzione di a, f3, d. ',x” /

— Spiega, per via sintetica, perché i dati a, f3, d sono suf- % m

ficienti per determinare BP.

In un quadrilatero ABCD si ha AB = 4, BC = 3,CD = 5, DA = 2; inoltre A = 28°.
Determina 'ampiezza di C.

Un aereo vola per 100 4 lungo il parallelo di latitudine 80° /V; determina I'ampiezza
dell’angolo di longitudine che cosi percorre.
Assumi che il raggio della Terra misuri 6370 km.

Traccia il grafico della funzione f(x) = 3 — V5 — x2 e risolvi la disequazione f(x)> 2x.

Su Wikipedia leggi che lorbita di Marte ha eccentricita 0,0934 e che l'afelio (punto di
massima distanza dal Sole) dista circa 249 milioni di 4 dal Sole. Ricava la semidistanza tra
i fuochi dellorbita.

Invece sul sito non trovi la lunghezza del semiasse minore; puoi ricavarla da tali dati?

E dato? il settore circolare AOB di raggio r e ampiezza X in radianti.

Si provi che I'area del sottoinsieme del piano delimitato dall’arco e dalla

corda AB ¢ espressa da %rz(x — sin x).

B

o

Un’ellisse ha fuochi (— %, 0) e G, 0) e la somma delle distanze da essi € uguale a 2. Ricava

la sua equazione utilizzando la caratterizzazione dell’ellisse come luogo geometrico.

! Dall’Esame di stato 2011.
2 Dall’Esame di stato 2009.
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17 dicembre 2018 Classe terza Verifica 3

Verifica di matematica

a) Apollonio definisce la retta tangente ad una parabola come /a retta che ha un solo punto
in comune con la curva e aggiunge la condizione che la tangente /asci la curva tutta da una
parte.
Prova a spiegare perché ha aggiunto tale condizione. Inoltre disegna una curva e una
retta che sia tangente ad essa per noi oggi, ma che non lo sia secondo la definizione di
Apollonio.

b) Considera la funzione f(x) = 2 + x3; calcola f'(1), mediante la definizione.

c) Sia C(p) il costo di produzione di un bene; si sa che il costo marginale ¢ C'(3) = 2.

Quanto vale, circa, C(3.1) — C(3)?

Traccia il grafico della funzione f(x) = —x2 — 2x + 2 e disegna la retta tangente e la retta
normale in x, = 0; determina l'equazione della normale.
Senza svolgere ulteriori calcoli, determina la pendenza del grafico di f in x; = —2; giustifica.

Assumi che un corpo si muova al tempo t > 0 con legge oraria s(t) = 24/t — t; le unita di
misura dello spazio e del tempo sono quelle del S.I.
Determina per quale t la velocita istantanea ¢ uguale alla velocita media trat, =1set,=4s.

Traccia il grafico della funzione f (x) = % e la retta che passa per P(6,-1) ed ¢ tangente al
grafico in un punto del primo quadrante. Determina l'equazione di tale retta.

Considera la funzione f(x) = §x3 — 3x.
— Calcola gli zeri e i punti stazionari e traccia il grafico di f
— Per quali ¢ lequazione f(x) = ¢ ha 3 soluzioni?

E data la funzione f(x) = x2 e siano A(a,f(a)) e B’(b,f(b)) due punti del suo grafico.
Considera la seguente proprieta di f:

sia ¢ lascissa del punto in cui la retta tangente al grafico di f
¢ parallela ad AB; allora c é la media aritmetica di a e b.

— Rappresenta graficamente la situazione e interpreta geometricamente la proprieta indi-
cata

— Mostra che la proprieta ¢ vera per due punti A e B a tua scelta

— Mostra che la proprieta ¢ vera in generale per ogni coppia di punti 4 e B.
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4 febbraio 2019 Classe terza Verifica 4

6.*

Verifica di matematica

Data una semisfera di raggio 1 considera i cilindri inscritti nella semisfera (ossia i cilindri
che hanno una base sul piano equatoriale e I'altra che tocca la superficie sferica).
Determina la misura dell’altezza del cilindro inscritto che ha volume massimo.

Senza la calcolatrice, mostra che il volume massimo ¢ maggiore della meta del volume della
semisfera’.

x2-2x
2x2+1°

Considera la funzione f: R = R definita da f(x) =

— Determina i punti stazionari; precisa se sono punti di massimo o punti di minimo
— Individua gli zeri e il valore della funzione nei punti stazionari
— Esamina 'andamento di f all'infinito e traccia il suo grafico.

In figura & rappresentato il grafico di una funzione f; la retta
25
y =7 ¢ tangente al grafico.

Traccia il grafico qualitativo della funzione derivata f.
*Supponi invece che il grafico in figura rappresenti f} traccia

s . ) 17
un possibile grafico di f nell'intervallo [_5'_1 . : /Z FHPH

Determina per quale valore del parametro c il grafico della funzione f(x) = cx?+1 ¢
tangente al grafico della funzione g(x) = 4+/x.

Nel rettangolo ABCD in figura siha BC = 2 e CD = 3.
Considera i triangoli rettangoli RCS (4 appartiene a RS) e B D
sia x = DS.

Determina per quale valore di x I'area di RCS ¢ minima.

R S

La retta tangente al grafico di una funzione f nel punto x, = 0 ha equazione y = 3x — 2.
Considera la funzione g(x) = %; calcola g’ (0).

* Dall’Esame di stato 2017.
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18 marzo 2019 Classe terza Verifica 5

Verifica di matematica

1. Considera la funzione 2". Qual ¢ i/ pii piccolon € N tale che 2" in ¢ sia maggiore della
nostra distanza dalla stella Proxima Centauri? Assumi che la distanza sia 4 anni luce (1 anno
luce ¢ pari a 9,461 - 10" &m).

Individua, mediante maggiorazioni, il numero naturale che verifica la disuguaglianza richiesta.

Poi controlla, mediante la calcolatrice, che tale valore sia il piit piccolo.

2. Ladifferenza di temperatura tra un corpo e I'ambiente si riduce del 14% ogni 10 s.

— Se invece la decrescita fosse lineare, come andrebbe modificata la frase “si riduce del 14%
ogni 10 577

— Hai a disposizione i dati raccolti, ossia le differenze di temperatura ogni 10 s. Come
giustifichi che la decrescita & esponenziale, senza ricavare lespressione analitica del mo-
dello?

— In quanti secondi la differenza di temperatura si riduce dell’80%?

— Quanto vale il tasso di decrescita in 1 s? Ricorda che stiamo assumendo che il tasso di
decrescita sia costante su intervalli di tempo di ampiezza uguale.

3. Risolvi le seguenti disequazioni, utilizzando anche i grafici delle funzioni elementari.

(3Y9-3%)(6+3%) >0 3 <
log, x

4. 'Traccia il grafico della funzione f(x) = |3*~! — 3| a partire dal grafico di 3* e indica quali
trasformazioni geometriche consideri.

Per quali x vale f(x) < 2(x — 2)??

5. Considera la funzione f(x) = e* — 2.
— Scrivi l'equazione della retta t tangente al grafico di fnel suo punto 4 di ascissa a. Espri-
mi in funzione di a I'ascissa b del punto B in cui t interseca I'asse x

— Sia % lo zero di f. Per a = 1 calcola la differenza b — X e verifica che ¢ minore di
5-102

ce*

6. La funzione f(x) = —o dove ¢ & un parametro positivo e diverso da 1, rappresenta la
quantita di individui di una popolazione al tempo X = 0, in opportune unita di misura (mo-
dello di Verhulst, 1838). Landamento della popolazione ha punti stazionari? Per quali ¢ la

popolazione & crescente?
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7.* Il livello sonoro P si pud esprimere in funzione dell'intensita dell'onda acustica I nel modo
seguente:

P =120 + 10log, I (in opportune unita di misura).

Se I aumenta del 70%, allora come varia P? Precisa.

8. Scrivi lespressione di una funzione f:R — R tale che, per ognix € R, f’ sia positiva e
(strettamente) decrescente.
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13 maggio 2019 Classe terza Verifica 6

Verifica di matematica

Spiega perché i muratori per verificare che il pavimento sia orizzontale dispongono la livella
in due direzioni diverse sul pavimento.

Siano a, b numeri positivi e diversi da 1. Dimostra 'uguaglianza

+2= log% (ﬁ)

logpa

Risolvi le seguenti disequazioni.

3%+l 4 2.3 ¥ _7 <0 log,(1—x) < —1

— Mostra che la funzione 2 + logs|x| non ¢ invertibile sull'insieme R — {0}

— Considera la funzione f(x) = 2 + logz(—x). Traccia il grafico di fe della sua funzione
inversa g

— Scrivi lespressione di g e mostra che per ognix < 0 vale g(f (x)) = x.

a) Spiega in dettaglio come si puo ricavare la formula dell’area laterale del cono, noti rag-
gio e apotema

b) Dagli estremi di uno spigolo del cubo conduci le due diagonali del cubo. Mostra che
non sono perpendicolari
Suggerimento: osserva che le diagonali si incontrano in un punto e considera un opportuno triangolo.

Considera un cubo di base PQRS e spigoli di lunghezza c. Indica con A un punto della per-
pendicolare per P alla base PQRS. Determina la lunghezza del segmento PA in ciascuna delle
due situazioni:

— il volume della piramide PQRSA ¢ il 30% del volume del cubo

— Tlarea totale della piramide PQRSA ¢ ; dell’area totale del cubo.

Data una sfera di raggio r considera il cilindro circoscritto alla sfera. In esso considera i due

coni che hanno come base le basi del cilindro e vertice nel centro del cilindro. Si chiama

anticlessidra il solido differenza tra il cilindro

e i due coni.

— Dimostra, utilizzando il principio di Ca-
valieri in modo analogo a quanto visto
a lezione, che l'anticlessidra ha volume
uguale a quello della sfera data

— Da cio deduci la formula del volume della

sfera.

145



14 ottobre 2019 Classe quarta Verifica 1

7

Verifica di matematica

Traccia il grafico della funzione f(x) = 1 — 2 cos(—3x). Individua il periodo, 'immagine
e il pitt piccolo punto x > 0 di massimo. Determina quanti punti di massimo ha f in [0,7]

e giustifica la risposta senza la calcolatrice.

Trova l'insieme delle soluzioni dellequazione e della disequazione seguenti, nell'insieme
indicato.

2sin?x —3vV2cosx —4 =0 per x € [0,2m]
(2 cos (gx) - \/§) sin (gx) <0 per x € [0,4]
Determina i punti stazionari della funzione f(x) = cosx — —;in [0,2m] e precisa se sono

punti di massimo o di minimo.
. . 21
Quanto vale la pendenza della retta tangente al grafico di f inx = —2

sin3x

Considera la funzione f(x) =
se ¢ né pari né dispari. Giustifica la risposta.

— cos x e determina se & pari oppure se ¢ dispari oppure

Esprimi cos x in funzione di solo Cos(g).
Dimostra la formula di addizione del coseno a partire dalla formula di addizione del seno.

Latensione elettricain un’abitazione al tempo t ¢ data dalla funzione V(t) = 311 sin(100mt) .
Supponi che all’istante a sia V(a) = 0 e che V sia crescente in un intervallo che contiene a.
— Determina (in funzione di a) il pil piccolo istante b > a tale che V(b) = 311
— Se si toglie I'ipotesi che Vsia crescente in un intervallo che contiene a, allora non ci sono
informazioni sufficienti per determinare il valore richiesto di b. Perché?
Tutte le grandezze sono espresse in unita di misura del Sistema Internazionale.

— Spiega in dettaglio perché vale arccos(cos(—1)) =1
— Prova ad esprimere tan(2a) in funzione di solo tana.
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18 novembre 2019 Classe quarta Verifica 2

Verifica di matematica

1. — Evero che pg(4) = p4(B) per ogni 4, B tali che p(4) # 0 e p(B) # 0?
— Considera uno schema di n = 10 prove ripetute. Giustifica 'interpretazione statistica del
valor medio probabilistico del numero dei successi.

2. Un giocatore estrae 5 volte una carta da un mazzo di 40 carte da briscola; la carta viene
reinserita nel mazzo subito dopo ogni estrazione. Ogni volta in cui esce un asso oppure una
figura il giocatore vince 4 euro, altrimenti deve pagare 3 euro.

— Determina la probabilita che il giocatore vinca per la prima volta alla terza estrazione

— Qual ¢ la probabilita che dopo le 5 estrazioni il giocatore sia in perdita (all'inizio il suo
capitale & zero)?

Supponi invece che si effettuino 50 estrazioni. Precisa come calcolare mediante Excel la

probabilita che il giocatore vinca almeno 30 volte.

3. Inuna data popolazione la probabilita che I'individuo abbia emoftoe, sapendo che ha TBC,
¢ dell’80%; la probabilita che abbia emoftoe, sapendo che ha cancro polmonare, & del 40%.
Inoltre lo 0,01% della popolazione ha TBC e lo 0,1% ha cancro polmonare.

Assumiamo che l'emoftoe sia dovuta solo a una di queste due malattie e che non si abbiano

entrambe.

— Un individuo, scelto a caso nella popolazione, ha emoftoe. Determina la probabilita che
abbia TBC; qual ¢ la probabilita che abbia cancro polmonare?

— * Supponi invece che la probabilita di avere emoftoe, sapendo che si ha TBC, sia q. Mo-
stra con il calcolo che al crescere di q cresce la probabilita di avere TBC, sapendo che si
ha emoftoe.

4. Qual ¢ la probabilita che nel lancio di tre dadi a sei facce il minimo numero tra quelli usciti
sui tre dadi sia 4?

5. Considera un cilindro equilatero (ossia tale che il diametro sia uguale all’altezza) e la sfera

circoscritta ad esso. Qual ¢ la probabilita che un punto scelto a caso nella sfera appartenga
al cilindro?

6. Un'azienda ha 13 PC collegati ad un server che accetta, al pit1, 10 accessi contemporanei. Per
ogni PC la probabilita p di richiedere I'accesso, ad un dato istante, ¢ il triplo della probabilita
di non richiederlo.
— Determina il valore di p
— Qual ¢ la probabilita che, ad un dato istante, il server non rifiuti qualche richiesta di
accesso? Indica le ipotesi che assumi sul modello.
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7

In generale, supponiamo che I'azienda abbia un numero 7 di PC. Qual ¢ il pit piccolo valore
di 7 per cui la probabilita che tutti i PC richiedano l'accesso, ad un dato istante, ¢ minore

dell’1%?

Dato uno schema di 7 prove ripetute, ciascuna con probabilita di successo p, si dimostra che
la varianza del numero dei successi (nelle n prove) ¢ il numero:

V =0p(0) + 1p(1) + 22p(2) + - + n’p(n) — M?

dove p(k) ¢ la probabilita di avere k successi sulle n prove, M = np ¢ il valor medio dei suc-
cessi.

— Verifica, nel caso n = 3, che vale V=npq,dove g=1-p

— Fissato n, determina per quale valore di p la varianza ¢ massima.
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16 dicembre 2019 Classe quarta Verifica 3

1.

6.*

Verifica di matematica

— Mostra come si pud ricavare la derivata della funzione 3* a partire da quella della
funzione e*

— Considera una funzione f pari, definita su R, e assumi che anche la sua derivata f” sia
definita su R. E vero che f'¢ dispari? Giustifica

— Si vuole calcolare (f o g)'(1). E sufficiente conoscere i valori di f'(1),g'(1),g(1)?
Spiega.

. . . . +
Scrivi I'equazione della retta tangente al grafico di f(x) = sin? (%) nel punto xy, = m.
1)3 . . . . 3
— - Precisa se si tratta di punti di

.. . . . . (e~*—
Determina i punti stazionari della funzione f(x) =
massimo, di minimo o di flesso.

Tra tutti i coni inscritti in una sfera di raggio 1 determina quello di superficie laterale mas-
sima.

Considera la famiglia di funzioni f(x) = x(aln?x + b) al variare dei parametri a, b.
Per quale valore dei parametri la retta tangente nel punto di ascissa x, = e ha equazione

X
==-e?
y=3

Un corpo si muove su una retta. Supponi che la sua accelerazione sia a(t) = Asin(wt) e
che all'istante t = 0 si trovi nella posizione s = 1 e sia fermo. Prova a determinare in questo
caso la sua legge oraria.

Le grandezze sono espresse in unita di misura del Sistema Internazionale.
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13 febbraio 2020 Classe quarta Verifica 4

7F

Verifica di matematica

a) Esprimi in forma ricorsiva la generica successione aritmetica a, e il fattoriale di un nu-
mero n

b) La successione a, = ¢ geometrica? Giustifica utilizzando la definizione

21-3n
¢) Indicauno dei paradossi relativi agli insiemi infiniti, diverso dal paradosso “tutto-parte”.

Un Piano di accumulo di capitale (PAC) prevede di versare ogni anno una rata di 5.000

euro. Quanto versato frutta un interesse composto annuale del 3% e dopo 20 anni dalla

firma del contratto si puo riscuotere tutto il capitale (/a prima rata viene versata alla firma,

lultima un anno prima di riscuotere il capitale).

— Allora quale capitale si riscuote al termine dell'investimento?

— * Supponi invece che dopo n anni dalla firma si riscuota un capitale M (il tasso di inte-
resse e I'importo di ogni rata restano quelli indicati prima). Esprimi n in funzione di M.

Sia A T'insieme dei numeri nazurali multipli di 4.
— Mostra che A ¢ numerabile (ossia si pud mettere in corrispondenza biunivoca con N).
— Indica una corrispondenza biunivoca tra A e I'insieme degli inzeri pari.

La funzione seguente definisce una corrispondenza biunivoca tra gli insiemi indicati? Giusti-
fica. Eventualmente modifica uno dei due intervalli in modo che la funzione sia biunivoca.

f:(0,m) — [-1,1),  f(x)=cos(2x)
Determina I'insieme di definizione delle seguenti funzioni.

f(x) =/2x(3 = 2*+1) f@ = 1 £ cosx

@2—=1xD T 2sinx—1

Una squadra di curling ha deciso di stampare sulla propria divisa uno stemma formato da un

rettangolo e da un quarto di cerchio, come in figura. Il perimetro
dello stemma & 2 dm. Posto r il raggio del cerchio
— trova la funzione A(r) che da I'area dello stemma al variare di r 5

— indica quali valori puo assumere, nel contesto del problema, la
variabile r.

Considera un triangolo rettangolo che ha cateti di lunghezza 1 e 2.
Sul cateto maggiore costruisci un nuovo triangolo rettangolo simile
a quello dato come mostrato in figura, e cosi via... Si ottiene, quindi,
una successione di infiniti triangoli.

Quanto vale la somma delle aree di tutti i triangoli?

150



aprile Classe quarta Verifica 5

7.

8*.

Verifica di matematica

a) Indica quale limite & definito in questo modo:

Ve>03ad:x>d = |f(x)+1]<c

b) Data la funzione g(x) = x—lz, qual & il pitt grande m € Z tale che g(x) < 410712 per
ogni x < m?

Calcola i limiti seguenti e giustifica in dettaglio.

In(x + 1) i =2 o2
xLI})]‘” Inx+1 xirél‘ 1—2cosx xl—l>r—noo 1—x2

4x+1

Considera la funzione f(x) = Calcola i limiti di f agli estremi dell'insieme di defi-

Pt
nizione.

.. . Inx-1 . .. . ..
Traccia il grafico della funzione f(x) = e dopo aver studiato insieme di definizione,
n<x
segno e zeri, limiti, estremi locali.

In particolare mostra che 1i1})1+ fx)=o0.
X—

Scrivi lespressione di una funzione che ha un unico zero nel punto x, = 3, sapendo che il
grafico ha asintoti verticali x = 0 e x = —1 ma non ha asintoti orizzontali.

In figura ¢ rappresentato il grafico di una funzione f: R - R.

— Determina i limiti all’infinito della funzione e/®
— Traccia il grafico qualitativo della funzione e/®. Giustifica.

Calcola il limite lim M
n-ooo (n—1)!1—(n+1)!

Si dimostra che, se per x = +oouna funzione f ha un

asintoto di equazione y =mx +gq, allora i coefficien- X
. . . X
ti della retta si trovano con le formule m = lim £ ¢ q=

X—+00 X

lim f(x) — mx.Trovalequazione dell’asintoto della funzio-
X—+00

ne f(x) = x — 2 arctan x. .
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maggio Classe quarta Verifica 6

Verifica di matematica

1. Calcola i limiti seguenti, giustificando brevemente.

22 . 1
m M lim +/x cos (l) lim xx
x—0 (ex - 1)2 + x?2 ot ¥ e

2. Traccia il grafico della funzione fx) =

dopo aver studiato insieme di definizione, zeri
e segno, limiti e derivata prima. :

1—-e*

3. Facendoriferimentoallafigura,spiega perchévalela disuguaglianza

sinx < x < tanx (dove0<x<§).
Utilizzando il teorema del confronto, mostra poi come da essa si x i
puo dedurre il limite 0 I
. Sinx
lim — =1
x-0%t X

4. La funzione f(x) = \/aiW ha un asintoto di equazione x = 2 e la retta tangente al grafico
nel punto x, = 1 ¢ parallela alla retta 3x — 2y = 0. Trova i valori dei parametri a e b.

3
5. Spiega perché il limite llrré 1 on esiste.
Traccia il grafico della funzzone

(

6*. Prova che se per una funzione g vale llm = 0, allora vale 111‘% = 0

Si dimostra che la funzione coseno si puo esprlmere nella forma cosx =1 —= + g(x), dove

g()

g ¢ una funzione tale che 11m = 0. Utilizza questo fatto per provare che vale

.. cosx—1 1
lim——=—-.
x>0 x2 2
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3.2. | materiali per anticipare la derivata

La derivata € una nozione fondamentale dell’ Analisi e pud essere
impiegata per affrontare alcune questioni importanti che tipicamente
si esaminano nella classe terza, dall’equazione della retta tangente ad
una parabola alla definizione e al calcolo della velocita e dell’accelera-
zione. Queste sono, secondo noi, valide ragioni per introdurla gia all’ini-
zio del secondo biennio.

Ma, come presentarla? E quali aspetti considerare”? Ne parliamo nel-
la sezione 1.2.4 del volume, basandoci sulla nostra esperienza, sulle
acquisizioni della ricerca e sulla normativa, mentre nel paragrafo 1.3
mostriamo un possibile schema del percorso e come esso si colloca
nel quadro dei contenuti della classe terza.

In questo paragrafo intendiamo invece fornire un’idea piu concreta
della nostra proposta, e cerchiamo di farlo attraverso i materiali realiz-
zati a supporto delle attivita didattiche: tracce di attivita, fogli di attivita
e dispense; invece i file GeoGebra e i fogli di calcolo a cui alcuni di essi
fanno riferimento sono ospitati, assieme a tutti i materiali prodotti, sul
sito indicato nell’Introduzione del volume.

Nell’'Introduzione abbiamo anche precisato il loro significato e come
Si possono utilizzare, fermo restando che possono essere modificati
per adattarli al contesto e al proprio modo di intendere I'insegnamen-
to e I'apprendimento. In particolare, i suggerimenti e 'articolazione in
pit sotto-domande che compaiono nelle tracce di attivita non van-
Nno necessariamente presentati agli studenti, almeno non tutti e non
all’inizio del lavoro; infatti di solito & preferibile lasciare che i ragazzi
esplorino liberamente la questione di partenza, formulino congetture,
provino a giustificarle e si confrontino con i compagni e con il docente
(azioni, queste, che si intrecciano e si ripetono ciclicamente). Ne parla
diffusamente la Mariotti in [Mariotti, 2022], dove promuove il ricorso
a problemi aperti, ossia compiti che hanno le seguenti caratteristiche
(pag. 159):

¢ /’'enunciato non induce né il metodo, né la soluzione [...]. In nessun
caso la soluzione si deve ridurre a I'utilizzazione o I'applicazione im-
mediata di risultati gia presentati alla classe;

e il problema si situa in un ambito concettuale che € familiare per I’al-
lievo. In modo che si possa facilmente appropriarsi della situazione,
essere coinvolti e impegnarsi per tentativi, congetture, progetti di so-
luzione.

Piuttosto, le indicazioni e le precisazioni che si trovano nelle nostre
tracce di attivita servono al docente per formarsi un’idea piu chiara di
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quali siano gli obiettivi dell’attivita e di come si possa articolare, pur nel
rispetto dei tempi di apprendimento degli studenti e valorizzando le loro
intuizioni.

In modo analogo vanno considerati i fogli di attivita, anche se per
questi materiali i suggerimenti sono pochi e possono costituire un utile
riferimento quando il lavoro viene svolto a casa. In questa prospettiva,
le dispense di norma vanno consegnate in un secondo momento e co-
stituiscono un riferimento per la rielaborazione personale, che integra le
esplorazioni dei ragazzi € i loro appunti, ma non li sostituisce.

Chiarito cio, non ci resta che lasciar parlare direttamente i materiali,
ma prima ricordiamo in estrema sintesi come si collocano nel percorso.

L'idea & di partire da lontano, dai problemi di ottimizzazione, provare
a risolverli mediante opportune attivita, e guidare gli studenti a com-
prendere che, per farlo, & utile considerare la retta tangente al grafico
di una funzione.

Ma cos’e la retta tangente e come si pud determinare la sua pen-
denza? Non é una questione banale € serve a poco che sia il docente
a fornire la risposta, la sua risposta; piuttosto, attraverso la sua media-
zione, dovrebbero essere gli studenti a costruirla, indagando in prima
persona e “mettendo le mani” sul problema, magari prima con carta e
matita e poi mediante un software di geometria dinamica e con il fo-
glio di calcolo. Cosi si dovrebbe giungere ai risultati raccolti nella prima
dispensa e concludere che la pendenza del grafico si pud esprimere
come limite di un rapporto, quello tra la variazione della funzione e la
variazione della variabile indipendente; sono aspetti che si possono poi
consolidare con il foglio di attivita 6.

Tale limite interviene in diversi ambiti significativi, e per questo ha
senso studiarlo e attribuirgli un nome, come si chiarisce nella dispensa
successiva e si approfondisce nel foglio di attivita 7, che si pud even-
tualmente esaminare in seguito se si preferisce che gli studenti dispon-
gano presto di strumenti operativi.

Definita cosi la derivata, si pone il problema di come calcolarla in
modo efficiente, a cominciare dalle funzioni potenza e dalle loro com-
binazioni lineari. Le formule, che si ricaveranno assieme agli studenti
secondo le modalita indicate nel capitolo precedente, sono riportate in
una prima dispensa sul calcolo e permettono di determinare in breve
tempo la pendenza della retta tangente al grafico e i punti stazionari
della funzione, come si richiede nei fogli di attivita 8 e 70. Ma permet-
tono anche di affrontare le questioni proposte nei fogli di attivita 9 e 77:
si tratta di approfondimenti su aspetti storici, sulla modellizzazione e sul
calcolo; e, come tali, possono essere tranquillamente posticipati alle
classi successive senza compromettere la sostanza del percorso.

Come si vede, la proposta e ricca e, svolta per intero, occupa circa
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https://drive.google.com/file/d/1Jq0ryG8hRxU_a1AQbpf2F4wtKebdCrn8/view
https://drive.google.com/file/d/1sdTVTC5k7VP6kzZqpfIrcWlVEuQFMVOJ/view
https://drive.google.com/file/d/1Qg71AsxXbkxRM-jZhjIuEaitSMnY-jaD/view
https://drive.google.com/file/d/1kb6K71-gqd7WYaPsnKtUm3XV9Q3VKJUd/view
https://drive.google.com/file/d/15m5b5EkBQ824nRbsgQnet46-asdrc4_6/view
https://drive.google.com/file/d/1dLXd1QWsoPa8BpfUIwhIoFqzE180AImT/view

20 ore di lezione, pertanto e opportuno fermarsi e assegnare una veri-
fica sommativa sugli aspetti che si vuole restino disponibili a lungo; un
esempio ¢ verifica 3 ed € mostrata nel paragrafo 3.1.

Restano ancora da esaminare alcuni aspetti di base, che permetto-
no di affrontare piu consapevolmente la risoluzione di vari problemi di
ottimizzazione e di precisare I'andamento di semplici funzioni.

Il piu significativo € la relazione tra derivata e andamento della fun-
zione: la si investighera mediante il foglio di attivita 72, si discuteranno
collettivamente le conclusioni, sintetizzate in una dispensa, e si impie-
gheranno i risultati ottenuti per risolvere i semplici problemi di ottimizza-
zione raccolti nei fogli di attivita 73 e 74.

In aggiunta, anche se per la classe terza si configura piu come ap-
profondimento, si possono introdurre le formule della derivata del pro-
dotto e del quoziente (ulteriore dispensa sul calcolo) per applicarle a
questioni analoghe a quelle proposte nei fogli precedenti (fogli di attivita
15 e 16).

Complessivamente questa seconda fase del percorso sulla derivata
€ impegnativa e richiede almeno 75 ore di lezione, se si tiene conto an-
che degli approfondimenti. Al termine si pud proporre una prova som-
mativa come verifica 4.
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https://drive.google.com/file/d/1aYopIPOZrY8nuM8PjCXFXjrW7RXry6tU/view
https://drive.google.com/file/d/1fF7cSU0L-KgwL1QJo_nxqGUj5vZtF-uC/view
https://drive.google.com/file/d/1sqhT8sHZIhO-F2yNImEUdn8aATkC6N_l/view
https://drive.google.com/file/d/1dqcJSeDArqBD6WmfhFp8cj-0-xOAoJv1/view
https://drive.google.com/file/d/1JHzIA7JFRxOBn5uNwWChR5r7oqSJiY52/view
https://drive.google.com/file/d/1IiCys_eX0ywG0AFRUPZyeCFeCTXpTPIS/view
https://drive.google.com/file/d/13At5JD0OphxmEC11fD5-Y_XNwAAoRJsW/view

Attivita

Un problema di ottimizzazione
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Dispensa

Retta tangente

La retta tangente ad una curva ¢ la retta che interseca la curva in un unico punto?

In generale, no. Ad esempio, la retta di equazione x = 1 interseca in un unico punto il grafico della
funzione X2, ma non é tangente alla curva. Ancora, la retta di equazioney = 1 ¢ tangente al grafico

di Sin x anche se lo interseca in infiniti puntf.

e Significato

La retta tangente al grafico di una funzione f in un suo punto P ¢ la retta che, tra tutte le

rette passanti per P, approssima meglio il grafico di f vicino® a P.
Per visualizzare la situazione puoi utilizzare il file TanSignificato.ggb.
e Costruzione (“definizione”)

Consideriamo le rette che passano per P e per un qualsiasi punto
Q del grafico di f (rette secanti per P) e facciamo tendere Q a P
lungo la curva. La retta tangente al grafico di f in P ¢ la retta che

si ottiene come “limite” di tali rette secanti.

Per visualizzare la costruzione utilizza il file TanCostruzione.ggb.

e Approssimazione

Prima di calcolare il valore esatto della pendenza, proviamo ad approssimarla.
Considera allora I'attivita Approssimazione della retta tangente, che prevede di ricorrere anche

al foglio elettronico (TanStima.xlsx).

> Studieremo pit avanti la funzione sin x. Per ora puoi rappresentare una porzione del grafico della funzione
mediante GeoGebra.

¢1 termini approssima e vicino si possono precisare rigorosamente. Nel percorso ¢ sufficiente pero che tu faccia
riferimento al loro significato intuitivo.

7 Rigorosamente cio si puo esprimere dicendo che la retta tangente & /a retta per P che ha come pendenza il limite
delle pendenze delle secanti PQ quando Q tende a P lungo la curva. E sara chiarito con l'esempio che proponiamo
di seguito. Inoltre, vedremo piti avanti nel percorso che tale limite puo non esistere o essere infinito.
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https://drive.google.com/file/d/1MkEqiWNfdETx1_fdT9WXSutqLyt22SHK/view
https://drive.google.com/file/d/1RB4WI3iN_9L4wcV31eiNRIr9G__LLluN/view
https://drive.google.com/file/d/1OYESJrRtn132B5jls0JTMXHDQWr4PvjS/view
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1_yxDoJWxD7rwFnBuZdT8dbZAEcfbdPRf/edit#gid=2006965981

e (Calcolo della pendenza

Determina la pendenza della retta tangente al grafico di f(x) = x? nel suo punto di ascissa

x=1.

Per iniziare, rappresentiamo Ia situazione come in ﬁgum, dove abbiamo indicato con P il

[ ]
punto di ascissa 1, con Q il punto del gmﬁca che ha ascissal + h, e h é un numero diverso da

zero®.

Vediamo che cambiando il valore di h anche il punto Q cambia. In particolare, se h assume
valori pin vicini a zero, il punto Q si avvicina al punto P; ma se h = 0 allora Q = P e in tal
caso la retta secante non esiste e il triangolo in figura neppure.

Per ogni h # 0 determiniamo la pendenza m della retta secante PQ: considerando il triangolo
evidenziato, abbiamo

(1+h)%-1  hZ%+42h
mg = o = =h+ 2.

1 numero Mg dipende dunque da h, come daltronde ci si aspetta per l’interprez‘azione geome-
trica dih.

8 Nella situazione raffigurata h ¢ positivo, ma per determinare la pendenza della retta tangente si considerano

sia valori positivi sia valori negativi di h.
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Disponiamo cosi di tutti gli elementi per calcolare la pendenza della retta tangente in P.
Per quanto abbiamo visto prima in generale sulla costruzione della retta tangente, la sua pen-

denza ¢ il limite delle pendenze delle secanti quando Q tende a P lungo la curva. Ossia per h
che tende a0.
In definitiva cio si puo esprimere in simboli in questo modo
m; = limmg = limh + 2.
h—-0 h—0

E tale limite® vale 2.

Per visualizzare il procedimento utilizza il file TanCoordinate.ggb.

In generale, la pendenza della retta tangente al grafico della funzione f nel suo punto di
ascissa X ¢

lim f(xo+h)—f(x0)
h—0 h °

? Qui e nell'intera dispensa facciamo riferimento all'idea intuitiva di limite di una funzione. Il limite di una
funzione g per x che tende ad un punto x si denota con lim g(x), e informalmente ¢ i/ valore a cui si
X—Xg

“avvicina’, con precisione a piacere, §(x) quando X si “‘avvicina” a X,.

159


https://drive.google.com/file/d/1YP0FF_GUxtOHjey69cVi_dvzEQdoIt9J/view

Traccia di attivita

Approssimazione della retta tangente

o Periniziare, utilizza la quadrettatura e il righello.

Traccia approssimativamente la retta tangente a ciascuno dei grafici seguenti nei
loro punti P indicati.

- Quanto vale, circa, la pendenza?
- Stima tale pendenza, per difetto e per eccesso, mediante rette secanti.

Per farlo, osserva che al crescere di Xg» dove Q ¢é il punto diverso da P in cui la secante interseca

la curva, cresce (diminuisce) la pendenza della secante PQ.

4.5 4.5

xP=2 xp=1 xp=1

o Ora utilizza il foglio elettronico.

Stima la pendenza della tangente al grafico della funzione f(x) = x3 in xp = 2:
trova un intervallo di ampiezza 0,2 a cui appartiene tale pendenza.

L’idea ¢ di riprodurre mediante il foglio elettronico il procedimento seguito prima su carta.

1) Inserisci in una colonna le ascisse X dei punti Q in cui le secanti PQ intersecano la

curva; ad esempio, dapprima puoi considerare i valori 3,2.9,2.8, ...
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2)  Per ogni x fissato, resta definita la pendenza mpg della secante per PQ. Inserisci il
valore di Mpq (mediante una formula) nella colonna adiacente a quella dei punti x.

3) 1l confronto tra le pendenze cosi generate consente di fornire un intervallo a cui
appartiene la pendenza della tangente.

4) Se lampiezza di tale intervallo é > 0,2, costruisci un nuovo insieme di punti X che
distino meno tra loro (ad esempio, 2.10,2.09, ...) ¢, per essi, ripeti il procedimento
seguito ai passi 2) e 3).

Una realizzazione completa dell'attivita si trova nel file Tanstima.xlsx.
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https://docs.google.com/spreadsheets/d/1_yxDoJWxD7rwFnBuZdT8dbZAEcfbdPRf/edit#gid=2006965981

Foglio di attivita 6

Pendenza del grafico di una funzione

1. Scrivi lequazione della retta che incontra il grafico della funzione f(x) =+xinx; =1 ein
x, = 4.
Considera la retta che incontra il grafico di fin x; = 1 e in x, = ¢ e che ha pendenza %
Prevedi che valga 1 < ¢ < 4 oppure che valga ¢ > 4? Poi determina effettivamente il valore di c.

2. Per ciascuna delle funzioni seguenti:
— traccia gualitativamente il grafico e la retta tangente nel suo punto P di ascissa indicata
— calcola la pendenza della tangente come /imite delle pendenze delle secanti
— controlla se il valore mediante il calcolo & coerente con il disegno che hai realizzato prima
— verifica mediante GeoGebra la correttezza del valore che hai ricavato
Rappresenta il grafico della funzione, disegna il punto P e traccia la tangente mediante lo strumen-

to “Tangenti” (si trova alla voce di menis relativa alle rette).

flx)=x%inxp =2 f(x)=§inxp=3

f)=x*inxp =-1 fx) =(@2x—1)*inxp =3
3. Calcola la pendenza della retta tangente al grafico di ciascuna delle funzioni seguenti nel
generico punto del grafico. Indica con x la sua ascissa.

1
flx) =x? f(x)=x—2 fx)=2x3+1 * f(x) =x"doven € N
Suggerimento per il caso x™ : dimostra che (xo + )™ = xo"™ + nxo" " th + -+ h"; gli ad-
dendi dal terzo in poi hanno come fattori rispettivamente h?, h3, ..., A" e dunque, dopo aver diviso
per h e essere passati al limite, essi si riducono a 0. ..

Scrivi poi lequazione della retta tangente al grafico di tali funzioni nel punto x, = —2.

4. Lapendenza del grafico di una funzione f definita sull'insieme R nel suo punto di ascissa x,
vale c.
— Allora quanto vale la pendenza dei grafici di f+ 3 e di —fin x;?
— Se il grafico di f'¢ simmetrico rispetto all’asse y, quanto vale la pendenza del grafico di f
in-xq?
— E se il grafico ¢ simmetrico rispetto all'origine, quanto vale la pendenza del grafico di f
in -xg°?
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5. La pendenza della retta tangente al grafico di una funzione g in un suo punto x, &

. 2(=1+h)3+2
lim —————.
h—0 h

Scrivi una possibile espressione di g e indica un possibile valore per X .

6. — Calcola la pendenza della retta tangente alla parabola di equazione y = x? — 3x nel suo
punto di ascissa x, = 2. Traccia la parabola e la retta ottenuta; il disegno suggerisce che la
retta sia effettivamente tangente?

— Poi ricava la formula che fornisce la pendenza della tangente alla generica parabola di
equazione y = ax? + bx + ¢ nel suo punto di ascissa X .
Cerca sul libro di testo l'espressione della pendenza richiesta e controlla la correttezza della tua

risposta.

7*. In generale, la pendenza del grafico della funzione Linun punto Xy non ¢ uguale al recipro-
co della pendenza del grafico fin x, . Mostralo fornendo un esempio.

Alcuni risultati

1)y= ix +§; c= % 2) pendenze: 4; —g; 3;20.  3)2x; _xz?; 6x02; nxy" "t 6)1.
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Dispensa

Definizione della derivata

e Perché?

Nella dispensa Retta tangente abbiamo concluso che la pendenza della retta tangente al grafico di

una funzione f nel suo punto P di ascissa xo ¢ data dal limite

lim
h—0

fxo+h)=f(xo) (*)
h

Invece il rapporto w rappresenta la pendenza della generica retta secante in P.

) e . . . .. Af
Ora osserviamo che il limite (*) si puo scrivere nella forma f:spress1vaAllm0 o
X X

Esso interviene in ambiti diversi, come i seguenti.

- Detta s(t) la legge oraria, la velociti media é data da g; percio la velocita istantanea ¢
~As
Lty
- Sia c(p) la funzione che esprime il costo per produrre la quantita p di un certo bene. Si vuole
misurare quanto rapidamente varia ¢ al variare di p.
Pertanto non si considera solo la variazione assoluta Ac, ma il suo rapporto con Ap; il suo

valore istantaneo é

1] limite cosi ottenuto si dice costo marginale di produzione.

- Analogamente sia r(x) la differenza di pressione del sangue in seguito alla somministrazione

di una quantita x di un dato farmaco. Per misurare quanto rapidamente varia v al variare

di x si ricorre al limite

i Ar
A;ﬁr—r}o Ax

che si dice sensitivita a variazione di un farmaco.

In definitiva, dato che il limite (*) interviene in molte situazioni, lo si studia e gli si attribuisce un

nome: derivata di f in x,.
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e Definizione

Sia f:1 — R una funzione, dove I & un intervallo, e sia xy € I. Si dice derivata di f nel

punto X, il limite'”

T f(xo +h) — f(x0)
im :

h-0 h

La derivata si indica spesso con la notazione f'(xy), introdotta da Lagrange alla fine del XVIII

secolo.
e Interpretazione

Percio la pendenza del grafico di f nel suo punto xq & f'(x), la velocita istantanea all'istante
to di un corpo che si muove con legge oraria s(t) ¢ data da s'(ty), il costo marginale relativo

ad una quantita p, di prodotto & ¢'(py)...
Piti in generale, la derivata misura la rapidita di variazione di f al variare di x.

E precisamente ciascuno dei simboli introdotti si puo interpretare come segue

e EECcEEEEEEES,
e ; )
<_ variazione di f-. >
N\ e

e

tasso di variazione

medio di f
lim @ o 0o O
Ax—0. Ax

tasso di variazione
istantaneo di

Si puo utilizzare anche la notazione espressiva d—f(xo), introdotta da Leibniz nel XVII secolo.
x

10 Assumiamo che tale limite sia un numero reale. Pit avanti approfondiremo i casi in cui non lo &.
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Foglio di attivita7

Derivata di una funzione — aspetti concettuali

Data la funzione f(x) = prey calcola in xq = 3 il fasso di variazione medio relativo ad una

generica variazione h della variabile x e quello istantaneo.

La retta tangente al grafico di una funzione f nel suo punto di ascissa 2 ha equazione
y=3x—-1
Quali dei seguenti valori si possono calcolare utilizzando le informazioni fornite?

'3 (@ f(=1) f(@)
Di una funzione g ¢ noto che g'(1) = 3 e che g(1) = 5. Quanto vale, circa, g(1.2)?

Sia €(q) il costo per produrre g unita di un dato bene. Il costo marginale di produzione
si puo definire come la derivata di C(q). Invece su alcuni testi il costo marginale ¢ definito

come segue.
1] costo marginale & il costo che si deve aggiungere a C(q) per produrre q + 1 uniti di quel bene.

— Considera la funzione costo C(q) = 2000 + 4q + 0,03q? e la quantita q = 10. In zal caso
verifica che le due definizioni forniscono valori “vicini”. Osserva che C'(q) =4 + 0,06q
— Spiega perché in generale le due definizioni forniscono valori “vicini”.

II tutor stradale puo essere utilizzato per due scopi: per rilevare velocita medie oppure
velocita istantanee (modalita autovelox). Con la sentenza 424 del 2018, il giudice di pace
di Fermo ha dichiarato nulla la multa notificata per eccesso di velocita da un tutor in
modalita autovelox, dato che tale strumento ¢ auforizzato, salvo casi specifici, ad indicare
solo velocita medie.

Traccia un possibile grafico della legge oraria di un’automobile che ha velocita istantanea
maggiore di 100 km/h al tempo t = 0 e velocita media minore di 100 km/h trat =0

et = 2 ore.
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6. 1l contenitore in figura inizialmente ¢ vuoto. Poi ¢ riempito di acqua
alla velocita di 10 litri al minuto.
Quale dei seguenti grafici rappresenta 'andamento dell’altezza del
livello dell'acqua al passare del tempo?

altezza altezza altezza altezza

altezza

tempo tempo tempo tempo tempo

* Per ciascuno degli altri grafici forniti disegna un possibile serbatoio.

Alcuni risultati

1) Tasso variazione medio, relativo all'incremento h: — tasso variazione istantaneo: f'(3) = —— 3) 5.6.
’ 16

_r .
4(4+h)’
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Dispensa

Derivata: primi aspetti di calcolo

Prima scriviamo lespressione della derivata delle funzioni base esaminate nel primo

biennio.
Data f(x) =k vale f'(x)=0
fG) =x fl) =1

Queste formule si ottengono interpretando geometricamente la derivata come pendenza del

grafico oppure mediante la definizione di derivata.

Pit in generale, per le funzioni potenza si ha il seguente risultato.

Data f(x) = x%,dove' @« € Q, vale f'(x) = ax®!

per i valori di x per i quali sono definite entrambe le funzioni.

Percio, in particolare:

sef(x)=%=x‘1 vale f'(x) = —x™2 =-=
ﬂff(x)=\/§=x% ‘valef’(x):lx_%zizL
z 2z X

Queste formule particolari si possono dimostrare anche direttamente ricorrendo alla definizione

di derivata. Non dimostreremo invece la formula generale.

Poi esaminiamo il comportamento della derivata rispetto alle operazioni. Vale il seguente
risultato, che non dimostriamo ma che si puo intuire pensando alla interpretazione

geometrica della derivata.

(f +9)'(xo) = f'(x0) + 9" (x0)

(c ) (xg) =c- f'(xp), dove c € R & una costante.

Queste due proprieta esprimono il fatto che la derivata ¢ lineare.

5
11 Dato a = %, dove m € Z e n € N — {0}, per definizione si ha x%: = ¥/x™. Ad esempio, x> = Vx5.
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Le formule indicate permettono di determinare in modo q}ﬁcace la derivata di molte ﬁmzioni, come
mostriamo su un esempio.

Calcola la derivata della funzione A(x) = 2mx? + E
x

Osserviamo innanzitutto che, per le formule della derivata delle funzioni base, si ha

(x?)'=2x e (1), =-1

x x2

Utilizziamo allora la linearita della derivata, ottenendo
! !

Ax) = (27Tx2 + %) =2m-(x?)' +2- (%)

e dunque

2
x—z.

A’(x)=2n-2x+2-(—x—12)=4-nx—
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Foglio di attivita 8

Derivata di una funzione — formule e retta tangente

1. Scrivi lequazione della retta tangente al grafico di f(x) = 2v/x — xiz + 5 nel punto
xO =1.

2. In figura sono rappresentati il grafico della funzione
f(x) = Vx, la retta secante passante per l'origine O e
per il punto A(9,3) e la retta tangente al grafico in un
punto X, e parallela a OA. Quanto vale x,?

3. Si chiama punto stazionario di una funzione f un punto x, tale che f'(x,) = 0.

a) Quali sono i punti stazionari della funzione f(x) = x* — 4x3 — 20x2 + 11?

b) Rappresenta con GeoGebra il grafico della funzione f(x) = x> — 4x; trova poi i
punti stazionari di f. Per quali valori di k I'equazione f(x) = k ha una, due, tre
soluzioni?

¢) Ogni parabola di equazione y = ax? + bx + ¢ ¢ il grafico di una funzione f. Se

V(xy,yy) ¢ilvertice della parabola, allora xy, ¢ il punto stazionario di f. Utilizzando
b

la derivata, mostra che x, = — Py
4. Quale raggio deve avere un contenitore cilindrico, senza coperchio, di volume 1 litro, in
modo che la sua superficie sia minima?
—  Scrivi la formula dell'area A della superficie di un cilindro (senza “coperchio”)
— Noto il volume, puoi ricavare l'altezza del cilindro in funzione del raggio r della base
— Puoi allora esprimere A utilizzando solo I'incognita r
— Hai cosi ottenuto la funzione A(r); il raggio ottimale del contenitore ¢ il punto
stazionario della funzione...

5. E data la funzione f(x) = x3 — ax?, dove a # 0. Sia r la retta tangente al grafico di f
nel punto (diverso dall’origine) in cui esso incontra I'asse delle x. Per quali valori di a la

retta 7 & perpendicolare alla retta di equazione x + 2y + 3 = 0?

6. Determina per quali valori di a, b la retta tangente al grafico di f(x) = ax — bx + 3

nel punto x, = 4 ha equazioney = 7 — x.

170



Risultati

1)y=7x-3 2)2
3)a)—2,0,5
b) i%; una sol. per k > %oppure k< —%, due sol. per k = —%o k= %,
16 16
tre sol. per 35 < k< v
4 A(r) =nr? + 2nrh; h = % = # percid A(r) = nr? + %; A'(r)y=2 Tl punto stazionario
1
r=5=~68mm
T
5)a=—2,V2 6)a=—2,b=—4.
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Foglio di attivita 9

Derivata di una funzione — modelli e storia

Un corpo viene lanciato verticalmente verso I'alto, partendo dal suolo, con legge oraria
s(t) = 12t - 5t% le unita di misura dello spazio e del tempo sono quelle del S.I.

Rispondi ai quesiti che seguono utilizzando la derivata e controlla la correttezza della risposta
utilizzando le tue conoscenze sul moto uniformemente accelerato.

— Determina la sua velocita media nei primi 2 s e la sua velocita iniziale.
Traccia il grafico della funzione s(t): cosa rappresentano graficamente i due valori tro-
vati?

— Calcola la velocita del corpo quando arriva al suolo

— Determina 'accelerazione del corpo al variare del tempo #.

Un altro corpo si muove con velocita al tempo ¢t data da v(t) = 3t? - t. Determina una
possibile legge oraria.

Determina il tasso di variazione dell’area del cerchio rispetto al raggio e il tasso di varia-
zione del volume della sfera rispetto al raggio. Cosa rappresentano geometricamente le
espressioni trovate?

1 due risultati che hai ottenuto mediante il calcolo si possono giustificare intuitivamente median-

te gli strumenti del calcolo differenziale. Ma per ora ci basta averli stabiliti.

Per x > 0, 1a funzione C(x) = 2000 + 4x + 0,03x? rappresenta il costo per produrre la
quantita x di un dato bene [Da Matematica per le altre discipline, UMI-CIIM cap. 16].

— Cosa rappresenta la quantita %P Determina il suo punto di minimo x, sapendo che
¢ un punto stazionario

— Mostra il calcolo che nel caso in esame vale C'(x,) = @ (%)

— Quale proprieta della retta tangente al grafico di C nel punto x,, esprime 'uguaglianza
()2

— Con GeoGebra traccia il grafico di C(x) e la sua tangente in x,. Quale caratteristica

della retta tangente osservi dal grafico? Prova a giustificarla mediante I'uguaglianza (x).

Le sezioni coniche di Apollonio (circa 262-190 a.C.) costituiscono il culmine della
geometria greca classica. Nel libro I si esaminano anche le tangenti alla parabola e si
indica un metodo per tracciarle.
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Precisamente, fissato un punto P della parabola diverso dal vertice V, si considera la proiezione
ortogonale H di P sull'asse di simmetria della parabola. Si individua poi il punto T tale che V
sia il punto medio di TH. La retta PT ¢ la tangente cercata.

— Prova che effettivamente PT ¢ la retta tangente in P, utiliz-

zando il procedimento che segue.

a) Fissa un sistema di coordinate cartesiane e scrivi lequa- o
zione della generica funzione f il cui grafico ¢ la parabo-

la data
b) Determina, mediante la formula della derivata, quale

deve essere lespressione della pendenza m della tangen-

te in P(xp, f (xp))
¢) Poi ricava m in un altro modo: utilizza la definizione di

pendenza di una retta. E verifica che, nella situazione in
esame (ossia nell’ipotesi che V sia il punto medio di TH), /
le due espressioni trovate per m coincidono.
Discuti i vantaggi di utilizzare la derivata per costruire la tangente alla parabola invece
di ricorrere al metodo di Apollonio.

Alcuni risultati

1) Vpeqia = 2m/s; v(0) = 12m/s; vgyp, = —12m/s; a = —10m/s?

3)x, = zoo\E ~ 258

4)a)

b)
©)

Fissiamo un sistema di coordinate cartesiane: l'origine ¢ nel vertice della parabola e 'asse delle ordinate
coincide con l'asse della parabola. In tale sistema di coordinate, 'espressione analitica della nostra
funzione & f(x) = ax?

m = f'(xp) = 2axp

Per semplicita, supponiamo che P sia nel primo quadrante (ma la dimostrazione ¢ analoga se invece P
¢ nel secondo quadrante). Consideriamo il triangolo rettangolo PTH; per la definizione di pendenza di
una retta si ha

_HT

"= Hp

Ora, visto che V ¢ il punto medio di HT, deve essere
AT = 2f (xp)

E cosi concludiamo che
_HT _2f(%) _2a(%,)°
m= HP Xp - Xp

E questa espressione di m coincide con quella ricavata nel punto b, che sappiamo essere la pendenza

= 2ax,

della tangente.

173



Foglio di attivita 10

Derivata di una funzione — ancora retta tangente

Considera i due punti P(—4, —%) e Q(—1,-1) del grafico della funzione f(x) = i

Scrivi le equazioni delle due rette tangenti al grafico di f* che sono parallele a PQ.

. 1 .
Da un punto P del grafico della funzione f(x) = ~ tracciamo la retta tangente r. Se r

passa per il punto (2, —4), quali sono le coordinate di P?

Trova le equazioni delle due tangenti al grafico della funzione f(x) = %xz + x che

passano per il punto A(—1, —1). Verifica che le due rette sono perpendicolari.

Suggerimento. Indicata con ¢ ascissa del generico punto P del grafico di f, si ha P (c,2c*+ c).
Per determinare c ti proponiamo due approcci e ti invitiamo a provarli entrambi:

a) scrivere [equazione della retta tangente nel punto P ed imporre poi che passi per il punto A
b) imporre che la pendenza del grafico di f in P sia uguale a quella del segmento PA.

Trova il punto stazionario della funzione f(x) = 1 — 3+/x + x. Mostra che la funzione
f(x) = 1= 3v/x — x non ha punti stazionari.

In figura ¢ rappresentato il grafico di f(x) = % + x —=. Trova
il punto stazionario di f e indica per quali valori di k I'equazione
f(x) = k ha una, due o tre soluzioni. -l *

Per quali valori di k la funzione f(x) = x3 — x? + kx + 3 non ha punti stazionari?

Considera le parabole di equazione y = ax?, dove a > 0. Trova per quale valore del

. 1 . .
coefficiente a la retta tangente alla parabola nel punto X, = - forma con il semiasse
positivo delle x un angolo di 30°.

Dopo aver determinato zeri e punti stazionari della funzione f(x) = x3 —x? — x,
tracciane il grafico.
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Risultati
1)y =—ix+1ey=—ix—1  2)Cisono due punti P: (;2) e (=1,-1) yy=xey=—x-2

4) xg = % 5) xo = 2; una sol. per k <2, due sol. per k =2, tre sol. per k >3
6) Deve essere A< 0, quindi k > § Na= @

. 14V5 U | —— . . .
8) Zeri = 0; punti stazionari: — =, 1; per tracciare il grafico calcola anche il valore della funzione nei

punti stazionari.
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Foglio di attivita 11
Derivata di una funzione — aspetti di calcolo e dimostrazioni

1. Determinare i valori di k tali che la retta di equazione y = —4x + k sia tangente alla
curva di equazione y = x3 — 4x?% + 5.
[Esame 2018, quesito n. 3]

2. Consideriamo la funzione fi: R = R cosi definita: f,(x) = —x® + kx + 9 con k € Z.

- Detto T}, il grafico della funzione, verifica che per qualsiasi valore del parametro k la
tangente a I, nel punto di ascissa 0 e la retta sy, tangente a I, nel punto di ascissa 1,
si incontrano in un punto M di ascissa %

- Verifica che k = 1 ¢ il massimo intero positivo per cui l'ordinata del punto M ¢
minore di 10; determina i punti stazionari della funzione f; (x) e l'equazione della
retta tangente in essi

— *Dimostra che il grafico di un qualsiasi polinomio di grado n non puo possedere piu

di 2n — 1 punti nei quali la retta normale al grafico passa per l'origine.
[Esame 2018, dal problema n. 2]

3. Pelzrpquali valori di k la funzione f(x) = x* + kx? + 3x — 4 ha una sola tangente orizzon-
tales

[Esame 2009, quesito n. 3]

4. Cosa rappresenta il limite seguente e qual ¢ il suo valore?

4
s@en)-s()

h—-0 h

4

[Esame 2012, quesito n. 1]

5. Sidimostri che per gli zeri* xy, x, della funzione f(x) = ax? + bx + ¢ vale
[+ fllx) =0
e si dia un’interpretazione geometrica dell'affermazione dimostrata.
[Esame 2010, suppletiva, quesito n. 4]

Suggerimento. Prima werifica la proposizione per una funzione particolare, ad esempio

f(x) =x%—4.
Nel caso generale usa la formula risolutiva delle equazioni di secondo grado per ricavare lespres-

sione di X1 € X.

* Stiamo assumendo che tali zeri esistano.
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6. Sia p(x) un polinomio di grado n. Si dimostri che la sua derivata n-esima ¢ p™(x) = nla,
dove a, ¢ il coefficiente di x™.
[Esame 2010, quesito n. 1]

Suggerimento. Prima verifica la formula per un polinomio particolare, ad esempio p(x) = 7x3 + 2x.
Poi considera il generico polinomio di grado n: la derivata del termine costante di p e..., la deri-

vata seconda del termine di primo grado dip ¢ ...

Risultati
1) kl — 167

?,k2=5.
2) Punti stazionari x, = =-%) ione della t teinx, &y = ——=+9, i ey =—=+9
unti stazionari X; = —, X = — —- lequazione della tangente inx; € y = 33 ,1nxzey—3\/§

3)k=4+3.
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1.

3.

Foglio di attivita 12

Andamento funzione e derivata

Considera il grafico della funzione f:[—8,10] = R rappresentato in figura.
— Tracciando approssimativamente la retta tangente, determina circa quanto vale:

f'(=5) f'=D f'(6)

— Individua un numero c tale che f(c)> 2

— I punti stazionari di f sono -4, 1, 5; trova per

quali x vale

F1G0) >0 F1(x) <0

In figura sono tracciati i grafici di tre funzioni f. Per ciascuno traccia qualitativamente il

grafico di f".

w
.
~N
/
- o
L
~N
w
w

Per comprendere, utilizza anche i file FunzioneDerivatal.ggb e FunzioneDerivata2.ggb, rela-

tivi alla prima funzione.

5

La funzione f"non ¢ definita per ogni « reale; ad esempio non lo € in x = -1. Ce ne occuperemo pili avanti.
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4. In ciascun caso disegna il grafico di una funzione f:R — R tale che f’ verifichi le

condizioni indicate.
a)  f'(x) <0 solo per x € (—o0,=5) U (=2,3) U (3, +)
f'(=5)=0, f'(=2)=0e f/3)=0
b) f'(x)>1 per x € (—00,0) U (3, +)
0<f'(x) <1 perx€(0,3)
¢)  f'(x) > 0solo perx € (—,0) — {—2}
tangente al grafico di f in x = 2 di equazione x +y + 1 =10

d =1

f' minima in x = 0.

5. In figura ¢ tracciato il grafico della funzione f’. Prova a tracciare un possibile grafico

qualitativo di f.

f/

Alcuni risultati
1) f'(x) > 0 perx € [-8,—4) U (1,5); f'(x) < 0 per x € (—4,—1) U (5,10]

3)
1
£ / f!
: J1-0 1

2

-
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Dispensa

Derivata e andamento della funzione

Con il foglio di attivitd 12 abbiamo intuito il legame tra la crescenza (decrescenza) della funzione

e landamento della derivata nonché tra i massimi (minimi) e la derivata. Ora ci proponiamo di

precisare tale relazione; in particolare intendiamo trovare condizioni sulla derivata per le quali
la funzione sia crescente e condizioni per le quali si abbia un estremo locale.
1 risultati a cui arriveremo si possono dimostrare, futtavia noi non lo faremo in questa fase del

]bercorso.

Per semplicita, consideriamo una funzione f definita su un intervallo I e assumiamo che esista
la derivata per ogni punto dell'intervallo.

Crescenza!* di f e derivata

Teorema. Se la funzione f & crescente in I allora f'(x) = 0V x € I.
Vale anche il risultato inverso: se f'(x) = 0 V x € [ allora f & crescente in I.

Un analogo risultato vale per le funzioni decrescenti.
1] risultato inverso é proprio la condizione cercata, ossia quello che utilizzeremo spesso nelle

applicazion.

Punto di massimo locale® e derivata

e In vari casi, se xq & punto di massimo allora vale f'(x,) = 0. Questo & un fatto vero in
generale?
No. Ad esempio, la funzione f(x) = 1 — x in [0,1] ha massimo in xy= 0 ma f'(x) =-1.
Dungque se il punto di massimo appartiene al bordo non é detto che la derivata si annulli in esso.
Se invece il punto non appartiene al bordo la derivata si annulla e precisamente vale il seguente

risultato.

4 Una funzione f:A — R si dice crescente se V x;,%, € A tali che x; < x, vale f(x;) < f(x,). La
definizione di funzione decrescente & analoga.

15 Data una funzione f: 4 = R, un punto x, € 4 si dice punto di massimo locale (o relativo) per f se esiste
un intervallo aperto U tale che xy € U evale f(x) < f(xo) VX EUNA.

Esercizio. Scrivi la definizione di minimo locale. Poi prova a scrivere la definizione di massimo globale (o
assoluto) di una funzione.
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Teorema. Se f ha un punto di massimo o di minimo locale x; € il punto X, non appartiene

al bordo di I, allora vale f'(x,) = 0.

In altri termini, nelle ipotesi del teorema, lannullarsi della derivata in un punto é

una condizione necessaria affinché tale punto sia di minimo oppure di massimo locale.

e Tale condizione & anche sufficiente? Ossia ¢ vero che se vale f'(xy) = 0, allora x; & un
punto di massimo o di minimo locale per la funzione? No.

Controesempio. La funzione f(x) = x3 ha derivata f'(0) = 0, ma x, = 0 non & punto
di massimo o di minimo locale.

e Serve allora trovare delle condizioni sufficienti affinché un punto stazionario sia punto
di massimo o di minimo locale.

Teorema. Sia x, un punto tale che f'(xy) = 0 e che non appartiene al bordo diI. Se il
segno di f’ & quello schematizzato nella prima riga dello schema (in rosso), allora la natura
del punto ¢ quella indicata nelle righe inferiori.

e e Y L e et —
\ k yd K \ K yd
o f / o f /
%0 %0 %o
X, ¢ punto di minimo locale X, ¢ punto di massimo xo punto di flesso
Es. f(x) =x%inxy =0 locale Es. f(x) =x3inxy =0

Es.f(x)=1—x%inxy=0

Tuttavia gli schemi, per quanto espressivi, non sono sempre precisi. Pertanto ti invitiamo ora

a precisare quanto suggeriscono gli schemi proposti.

Esercizio. Esprimi mediante il linguaggio delle funzioni i risultati schematizzati in tabella.
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Foglio di attivita 13

Problemi di ottimizzazione

Disegna una sfera di raggio 1 e un cono inscritto nella sfera, in modo che il centro della sfera
sia interno al cono. Indica con x la distanza del centro della sfera dalla base del cono.

— Ricava la funzione che da il volume del cono al variare di x

—  Quali valori puo assumere, nel contesto del problema, la variabile x?

—  Per quale valore di x si ha il massimo volume?

Disegna un cono di raggio r e altezza 1 e un cilindro inscritto nel cono. Sia x il raggio del

cilindro.

— Ricava la funzione V(x) che fornisce il volume del cilindro al variare di x

—  Per quale valore di x si ha il massimo volume?

— Dimostrare che il volume di un cilindro inscritto in un cono ¢ minore della meta del
volume del cono. [Esame 2018, quesito 1]
Suggerimento. Ripeti il calcolo svolto nei primi due passi dell esercizio, considerando ora una
generica altexza h del cono; poi confronta il volume del cilindro massimo cosi ottenuto con il
volume del cono.

Disegna la parabola di equazione y = 4 — x?; nel primo quadrante, ciascuna tangente alla

parabola delimita con gli assi coordinati un triangolo.

—  Sia c l'ascissa del generico punto della parabola nel primo quadrante; scrivi l'equazione
della tangente in ¢

— Individua i punti in cui la tangente incontra gli assi e scrivi una formula per I'area A(c)
del triangolo

—  Quali valori pud assumere, nel contesto del problema, la variabile ¢?

—  Determina per quale valore di c I'area del triangolo ¢ minima.

Tra i parallelepipedi di base quadrata e area totale 8, qual & quello di massimo volume?

— Indica con x il lato della base del solido e determina la funzione che da il volume al
variare di x; quali valori puo assumere, nel contesto del problema, la variabile x?

—  Per quale valore di x si ha il massimo volume? Qual ¢ il volume massimo?
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5. Hai un foglio di cartone i cui lati misurano 80 cm e 60 cm.

Dal foglio ritagli, negli angoli, 4 quadrati di lato x e pieghi il

cartone per ottenere una scatola. x
—  Trova il volume V(x), della scatola in funzione di x

—  Quali valori puo assumere x nel contesto del problema?

—  Per quale valore di x (in mm) la scatola ha volume mas-

simo?

6. Un serbatoio ha la stessa capacita del cilindro di massimo volume inscritto in una sfera di
raggio 60 cm. Quale ¢ la capacita in litri del serbatoio? [ Esame 2011, quesito 1]
Suggerimento. Considera come incognita, in centimetri, la meta dell’altezza del cilindro.

Risultati
DV(x) = g(l +x—x2 = x3), Xppax = i

2)V(x) = g(_XB + rxz); Xmax = ZrQ

3
h 2 2 4 2 1 1, 5
da Esame: V(x) = m—(=x* + 1x?), Xgyx = 375 Veirmax = 5, Thr? < Veono = S hr

1 16 2 1 243 8
3) Ac) = 1(03 + 8¢ + 7): Cmin = E\/g 4) V(x) = E(_x3 +4x), Xmax = 30 Vinax = ;\/3_,
5)V(x) = 4(x3 — 70x2 + 1200x), Xppay = 70-1370\/1_3”,1 ~ 113 mm

6)V(x) = 2m(—x% + 3600x), Xpmax = 20V3, Vyyor =~ 522 L.
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Foglio di attivita 14

Problemi di ottimizzazione — ulteriori quesiti

Tra tutti i coni che hanno apotema di lunghezza a determina quello di volume massimo.
[Analogo a Esame 2012, quesito 4]

Sia x la lunghezza dell’altezza del cono; ricava la funzione che da il volume del cono al
variare di X

Quali valori puo assumere, nel contesto del problema, la variabile x?

Per quale valore di x si ha il massimo volume?

Utilizzando quanto hai ricavato, rispondi al quesito posto all'esame di stato

Se invece scegliessi come incognita x il raggio del cono, quale sarebbe la funzione volu-
me? Discuti quale delle due scelte per x ¢ piu efficiente.

Considera i parallelepipedi a base quadrata che hanno diagonale (del parallelepipedo) di

lunghezza 2. Determina, tra essi, il parallelepipedo di volume massimo.

Suggerimento. Poni come incognita la lunghezza dell’altezza.

Data una parabola di equazione y = 1 - ax?, con a > 0 si vogliono inscrivere dei rettangoli,

con un lato sull’asse x nel segmento parabolico delimitato dall’asse x. Determinare a in

modo tale che il rettangolo di area massima sia anche il rettangolo di perimetro massimo.
[Esame 2016 quesito 2]

Osserva che ogni rettangolo inscritto e con un lato sull’asse x ¢ univocamente determi-
nato una volta fissato il suo vertice P che sta sull'asse x e che ha ascissa positiva. Assumi
come incognita I'ascissa x di P. Determina per quale x, in funzione di g, si ottiene il
rettangolo di area massima

Poi determina per quale x, in funzione di g, si ottiene il rettangolo di perimetro massimo
Infine determina il valore di a richiesto dal quesito.

Con una staccionata lunga 2 7 si vuole recintare una superficie

avente la forma di un rettangolo sormontato da una semicircon-

ferenza, come in figura. Determinare le dimensioni dei lati del ret-

tangolo che consentono di recintare la superficie di area massima.
[Esame 2018, quesito 5].
Suggerimento. Poni come incognita x la lunghezza del raggio.

Puoi risolvere questo quesito anche senza ricorrere alla derivata?
Perché?
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5. E dato un rettangolo di base 2 e altezza 3; considera i triangoli
isosceli “circoscritti” al rettangolo, come in figura.
Per svolgere il quesito serve utilizzare la formula della derivata del
quoziente.
— Indicata con x la lunghezza di meta della base del triangolo,
trova la funzione A(x) che descrive l'area del triangolo al

variare di x.

— Quali valori puo assumere, nel contesto del problema, la va-
riabile x?
— Per quale x tale area ¢ minima? Quanto vale 'area minima?

Risultati
NV(x) = gx(a2 —x2) = g (a%x — x3), Xpmax = \/—fa; pera = 1sihaV,,, =~ 4031

)V (x) = x4 —x2) =2 (4x — x*), Xpay =23

3)A(x) = 2(x — ax®), Xpax = \/%; P(x) = 2(1 + 2x — ax?), Xpax = i; risposta quesito: a = 3
2

—_(" 2 N : fon 4.2
4) A(x) = (2 + 2) X%+ 2K, Xmgy = — € dunque le dimensioni del rettangolo sono %

3x?
5)A(x) = Ty Xmin = 2, Apin = 12.
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Dispensa

Derivata: ulteriori aspetti di calcolo

Abbiamo gia esaminato il comportamento della derivata rispetto alle operazioni di addizione e di

moltiplicazione per una costante. Ora consideriamo le operazioni di moltiplicazione e di divisione.

e Everoche (f-9)'(x) = f'(x) - g’ (x)?

In generale, no. Un controesempio é dato dalle funzioni f(x) = 1e g(x) = x.
Infatti (f - g)' = (x)' = 1, mentref' - g' = (1) (x)' =0-1=0.

E analogamente, in generale, la derivata del quoziente di due funzioni non ¢ il quoziente

delle derivate.

e Allora, quali formule valgono per la derivata del prodotto e del quoziente?

Almeno per il prodotto possiamo prevedere la struttura della formula. Infatti, dato che
f 9 =g"f, allora nella derivata del prodotto le funzioni e le loro derivate devono comparire

in modo simmetrico, ossia se si scambia f con g e [’ con g', la formula deve rimanere uguale.

E questo non vale per la formula del quoziente, dato c/.)eg * %

e  Sipud dimostrare che

(fg)'(x) = f'(x) g(x) + f(x) g'(x)

(i)’ (o = L0900 = 1(Ig' )
g (90)°

186



Calcola la derivata della funzione h(x) = 7 -

Per la formula della derivata del quoziente si ha

_ &)'a-x»)-x*1-x?)
(1-x2)2

h'(x)

Esplicitando le derivate indicate si oftiene
3x2%(1—x2)—x3(-2x)

h'(x) = _x?)?

A questo punto é opportuno fermarsi: come manipolare ulteriormente lespressione otfenuta
dipende dall'obiettivo del quesito. Anzi, magari non é nemmeno opportuno farlo; ad esempio, per
determinare h'(2) basta sostituire x = 2 nell'espressione. Se invece serve studiare il segno della
derivata, allora é utile scomporre in fattori il polinomio a numeratore; per farlo potremmo prima
svolgere le moltiplicazioni dei polinomi che compaiono, tuttavia preferiamo raccogliere

direttamente il fattore X2, che ¢ comune ad entrambi gli addendi

x%2(3-3x%+2x2)  x?(3-x?)
(1-x2)2 (1-x2)2°

h'(x) =

Vax

Calcola la derivata della funzione h(x) = ———— ,
x2+x+1

La derivata h' (x) ¢ data dalla seguente espressione:

1
(\/?)'(x2+x+1)—\/5(x2+x+1)'_m'(x”xﬂ)—x/f-(zxﬂ)
(x2+x +1)? - (2 +x+ 1)2

x>+ x+1—4x%—-2x

2vx
(x2+x+1)2

Nell'ultimo passaggio, —4x* — 2x si ottiene da —2~/x - \Jx - (2x + 1) = —2x - 2x + 1).

Cosi
—3x2-x+1 5
h'(x) = 2x - _ 3x“+x-1
(x2+x+1)2 2v/x (x2+x+1)2
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Foglio di attivita 15

Derivata — ulteriori aspetti di calcolo e applicazioni

Dopo aver determinato i punti stazionari delle seguenti funzioni, stabilisci se si tratta di
punti di massimo o di minimo o di flesso a tangente orizzontale.

a) f(x) = —4x3 4 9x? b) f(x) =+vx—x <) f(x)=x+xj_1 d) f(x)=x\fl
—_ 3—
¢ f)=x*—3x2+3x 1) f(x)=% § fO)=26E-1) b fe =55

Considera le funzioni a), b), e), f), h) dellesercizio 1.

Per ciascuna di esse, oltre a quanto gia ricavato, determina gli zeri della funzione e i valori
assunti nei punti stazionari.

Poi prova a tracciare il grafico e controlla la sua correttezza mediante GeoGebra.

Considera la funzione C(p) che esprime il costo per produrre una quantita p di un dato
bene e sia p, il punto di minimo della funzione costo medio (@,

Dimostra che vale C'(p,) = ¢ ;po)- D
0

ax

11 grafico della funzione f(x) = :1 ha pendenza % nel punto xo = —2. Quanto vale a?

X
Scrivi lequazione della parabola con vertice sull’asse y tale che la retta ad essa tangente nel
punto Xy = 1 abbia equazione y = 3x — 2.

Determina per quale valore del parametro k e in quale punto
— il grafico della funzione f(x) = 2 - kx? & tangente al grafico della funzione g (x) =
— il grafico della funzione f(x) = k+/x ¢ tangente al grafico della funzione g (x) =x

R =

N

+ 1.

Individua il valore di k per cui la tangente nell'origine al grafico della funzione

f(x) =

x
x—k

forma un angolo di = radianti con I'asse delle ascisse.
[ Quesito 2, simulazione esame del 20/12/2018)]
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8. Giustifica la formula per la derivata del quoziente di due funzioni, 5, mediante il

procedimento che segue.
g'x)

. . . . 1. 1)/ _
Assumi che la formula sia valida nel caso particolare 7 ossia che valga (E) (x)=-— Ga)E

Osserva che L. f- %, e utilizza la formula della derivata del prodotto. ..

Risultati
1) 0 p.to min, ; p-to max; ip.to max; —2 p.to max, 0 p.to min; 1 p.to max; 1 p.to flesso;
1 — 2 p.to min, 1 + /2 p.to max; 0 p.to max, g p-to min; —m p-to max, \/ﬁ p-to min.
7) k = —/3.

- _ —3,2_1 =32, 3 g4t _ 4 1
4)a=-1 5)y—2x 3 6)k—27,x0—‘},k—AL,%\E—,Vﬁ,xO—\/§
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Foglio di attivita 16
Derivata — consolidamento e approfondimento

1. Consideriamo la funzione f: [0,4] — R il cui grafico ¢ il seguente:

Figura |

Come si evince dalla Figura 1, i tratti OB, BD, DE del grafico sono segmenti i cui estremi
hanno coordinate: 0(0,0), B(1,1), D(3, —1), E(4,0). Rappresenta per x € [0,4] il grafico

di g(x) = f'(x).
[Da Esame 2017, problema 2, parte della richiesta 1]

2. In figura ¢ rappresentato il grafico I' della funzione f: [0, +%) — R e sono indicate le
coordinate di alcuni suoi punti.

B9 (10, 4)

A0, 1) D(5.0) #(8,0)

E(7,-3)

E noto cheT & tangente all'asse y in A, che B e E sono un punto di massimo e uno di
minimo, che C ¢ un punto con tangente di equazione 2x + y — 8 = 0. Nel punto D la
retta tangente ha equazione x + 2y — 5 = 0 e per x = 8 il grafico consiste in una
semiretta passante per il punto G.
a) In base alle informazioni disponibili, rappresenta indicativamente i grafici delle
funzioni y = f'(x).
Quali sono i valori di f'(3) e di f'(5)? Motiva la tua risposta

b) Rappresenta, indicativamente, i grafici delle seguenti funzioni:

y=1f' Ly =I1f)l.
[Da Esame 2016, problema 2, parte delle richieste 1, 2]
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3. Sitrovi il punto della curva y = y/x pit vicino al punto di coordinate (4,0).
[Esame 2011, quesito 2]
Suggerimento. Minimizza la funzione quadrato della distanza.

4. Un foglio di carta deve contenere: un'area di stampa di 50 cm?, margini superiore e inferiore
di 4 cm e margini laterali di 2 cm. Quali sono le dimensioni del foglio di area minima che
si puo utilizzare?

[Esame 2006, quesito 3]

5. Stabilireselerette 71 y = 5x — 6, s:y = 21x + 25 sono tangenti alla curva § di equazione
y=x3-2x>+x+1.
[Esame 2017 suppletiva, quesito 8]

6. Si determini al variare di Z il numero di soluzioni reali dellequazione x> — 3x2 + k = 0.
[Esame 2008, quesito 7]
Suggerimento. Conviene scrivere [ equazione nella forma 3x2 —x3 =k

Risultati
3) (%, \E) 4) 9cme18cm 5) r non & tangente, s ¢ tangente

6) 1 soluzione per k < 0 oppure per k > 4; 2 soluzioni per k = 0 oppure k = 4; 3 soluzioni per 0 < k < 4.
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3.3 | materiali per investigare le funzioni trigonometriche

Le funzioni trigonometriche, assieme alle funzioni polinomiali e alle
funzioni esponenziali, sono funzioni basilari e intervengono nella model-
lizzazione di molti fenomeni periodici, come quelli relativi alle onde.

La nostra idea e di introdurre seno, coseno e tangente gia nel primo
biennio, e di farlo in un contesto geometrico come rapporto tra lati nel
triangolo rettangolo, soprattutto allo scopo di determinare lunghezze
di segmenti o ampiezze di angoli a partire da alcune misure assegnate
(ICappello € Innocenti, 2022, sez. 2.3.6]). Invece I'esame di tali oggetti
matematici come funzioni pud essere proposto all’inizio della classe
quarta, a meno che non sorgano esigenze didattiche per collocarlo gia
nella classe terza, magari per discutere questioni di fisica.

Entrando piu nel dettaglio, come pianificare un percorso sul tema,
ovvero quali scelte didattiche si dovrebbero compiere e per quali ragio-
ni? E come declinare operativamente tali scelte in classe?

Alla prima domanda rispondiamo nella sezione 2.2.1 di questo vo-
lume e con la sintesi presentata nel paragrafo 2.3. Invece alla seconda
vogliamo rispondere mostrando i materiali costruiti a supporto delle at-
tivita didattiche, da utilizzare secondo le modalita illustrate nell’Intro-
duzione; semmai ribadiamo I'attenzione allo sviluppo di abilita/compe-
tenze, ad esempio quelle relative alla comunicazione, come indicato in
[MIUR, 2018b, pag. 12]:

“In particolare, la matematica (...) contribuisce a sviluppare la capacita
di comunicare e discutere, di argomentare in modo corretto, di com-
prendere i punti di vista e le argomentazioni degli altri”.

Tali competenze sono rilevanti per la formazione di una cittadinanza atti-
va e consapevole, in cui ogni persona e disponibile all’ascolto attento e
critico dell’altro e a un confronto basato sul riferimento ad argomenti per-
tinenti e rilevanti. In particolare I'educazione all’argomentazione puo co-
stituire un antidoto contro il proliferare d’informazioni false o incontrollate.

La prima tappa del percorso di trigonometria nel secondo biennio
€ estendere le funzioni trigonometriche ad angoli qualsiasi, costruirne
il grafico e passare ad interpretarle come funzioni di un numero reale;
questo lavoro e sintetizzato nella prima dispensa’ che mostriamo di
seguito e che, lo ricordiamo, costituisce il punto di arrivo di quanto
dovrebbe emergere dalla discussione in classe, magari a partire da un

' Come per gli altri blocchi del percorso, le dispense e le tracce di attivita fanno

riferimento a file GeoGebra che sono ospitati, assieme a tutti i materiali realizzati,
sul sito al link https://sites.google.com/unitn.it/currmatsssg.
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problema come quello di descrivere efficacemente il moto circolare.

Questo modo piu generale di pensare seno e coseno permette di
impiegare le funzioni trigonometriche per modellizzare fenomeni perio-
dici. In classe lo si pud fare partendo, ad esempio, dal problema di
rappresentare mediante una funzione il suono emesso da un diapason
(una delle attivita che riguardano gli aspetti acustici). E una questio-
ne che i ragazzi investigano come proposto nella sezione 2.2.1, ov-
vero “mettendoci le mani”, avanzando congetture e provando a ge-
neralizzarle; per la rielaborazione possono poi contare su un’ulteriore
dispensa, mentre per il consolidamento e I'approfondimento possono
far riferimento ai primi due fogli di attivita, mediante i quali cureranno
la costruzione e I'analisi di grafici di alcuni modelli periodici elementari.
Grafici e modellizzazione sono, del resto, le due parole chiave su cui si
basa I'intero percorso relativo alle funzioni trigonometriche.

Su questo lavoro si fonda la risoluzione delle equazioni e delle dise-
quazioni trigonometriche, che proponiamo di interpretare mediante le
funzioni e i grafici, secondo I'approccio ormai usuale nel percorso (fogli
di attivita 3 e 4).

Inoltre, preferiamo investire del tempo per congetturare la derivata
delle funzioni seno e coseno in opportune attivita, e poter cosi determi-
nare I'equazione della retta tangente al grafico e gli estremi di semplici
funzioni trigonometriche ma anche velocita e accelerazione in partico-
lari moti periodici, come si richiede nel foglio di attivita 5.

E le formule trigonometriche? Abbiamo gia osservato nel capitolo
precedente che 'unica di cui serve davvero disporre nella scuola se-
condaria € la formula di addizione del seno e che un ottimo riferimento
per introdurla e la prima parte del percorso guidato Trigonometria 2 del
progetto [Orientamat, 2006], che si pud utilizzare sostanzialmente in
due modi diversi: come dispensa per rielaborare quanto discusso pri-
ma a scuola oppure come traccia per orientare il lavoro autonomo dello
studente. Ulteriori quesiti sul tema si trovano anche nel foglio di attivita
6, che é rivolto anche al riepilogo degli aspetti principali che riguardano
le funzioni trigonometriche.

E con questo il percorso ci sembra completo. Tuttavia pud valer la
pena approfondire ulteriormente i fenomeni acustici mediante le attivita
che proponiamo nella sezione 2.2.1 e che prevedono di ricorrere anche
ad un software per I'analisi dei suoni come Audacity.

In definitiva, ci sentiamo di dire che I'insieme dei materiali che abbia-
mo realizzato sul tema possono sostituire il libro di testo; al piu, qualora
si renda necessario, si possono integrare con esercizi di consolidamen-
to analoghi a quelli proposti, mirati sulle esigenze della classe.

Al termine del lavoro si pud assegnare una prova come verifica 7,
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che costituisce una sintesi di quanto gli studenti dovrebbero sapere e
saper fare relativamente alle funzioni trigonometriche, e di cui dovreb-
bero disporre a lungo, prima attraverso uno studio orientato in profon-
dita — grazie anche alla scelta dei contenuti e delle modalita, operata dal
docente — e poi curandone responsabilmente la manutenzione. L'intero
percorso richiede circa 20 ore di lezione.
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Dispensa

Funzioni trigonometriche: definizione

e Definizione

Consideriamo un punto P su una circonferenza di raggio 1 e centro nell'origine di un sistema
di coordinate cartesiane; allora resta definito un angolo @ come in figura'” (si assume come
verso positivo quello antiorario).

Si definisce seno di « il numero sin @ := yp, dove yp ¢ l'ordinata di P, coseno di @ il numero

COS & := Xp, dove xp &l'ascissa di P.
sina

Inoltre per cos a # 0 si definisce tangente di a il numero tan a := ;
cosa

o
x

©

N

Per visualizzare la situazione puoi utilizzare i file DetSinl.ggb, DefSin2.ggb.

31

Ad esempio, se (X misura = radianti, allora il punto P sulla circonferenza ha coordinate (0, —1).

Pertanto valesina = —1, cosa = 0 e tan a non ¢é definita.

Osservazioni

— Se a & un angolo acuto, i valori di sina, cosa, tana secondo le nuove definizioni
coincidono con quelli forniti dalle definizioni nel triangolo rettangolo.
Infaz‘z‘i, nel primo biennio abbiamo definito Sin a = g, dove C ¢ la lunghezza del cateto opposto

ad a e a la lunghezza dell'ipotenusa. Ora, nel triangolo in figura, vale c = yp ea =1 in

quanto raggio; pen‘antai = Yp.

711 punto P pud aver compiuto piut giri completi sulla circonferenza. Pertanto @ pud essere maggiore
dell’angolo giro.
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https://drive.google.com/file/d/1tNxh6F0zu35rX0WkzHLNgtczgC7xq5ak/view
https://drive.google.com/file/d/1dT-TMYV-EAc384CgaBsESc6XZ4Ql8e83/view

Per cos o valgono considerazioni analoghe. Inoltre nel primo biennio abbiamo gia mostrato che

N sina
tan a ¢ uguale a .
cosa

—  Abbiamo definito seno, coseno e tangente come funzioni dell'angolo. Tuttavia, nel seguito
considereremo, al posto dell’angolo, la sua misura in radianti'® e dunque le interpreteremo
come funzioni definite sui numeri reali'’.

e Valori notevoli

X sin x cosx | tanx
i 1 V3 V3
6 2 3

L V2 V2 1

4 2 2

m v t 3
3 2 2

Abbiamo gia ricavato questi valori nel primo biennio a partire dalle lunghezze dei cateti e
dell'ipotenusa di triangoli rettangoli. Osserviamo che non serve calcolarli tutti; infatti, a partire

da alcuni valori si possono dedurre rapidamente gli altri: ad esempio, noti i valori della funzione

seno, si possono oftenere quelli della funzione coseno osservando che cos x = Sin(g —x), e quelli
.. sinx
della tangente dalla definizione tan x = .
CcosXx

e Relazioni goniometriche fondamentali
Vale cos?x + sin?x = 1

L'uguaglianza era stata gia dimostrata nel primo biennio mediante il teorema di Pitagora.

18 La misura in radianti & geometrica, visto che & il rapporto tra la lunghezza dell'arco e il raggio, ossia di
grandezze intrinsecamente legate all'angolo, mentre la misura in gradi ¢ piu arbitraria, frutto della decisione
di suddividere I'angolo giro in 360 parti uguali.

Inoltre nell'ambito delle funzioni si privilegia la misura in radianti poiché se a ¢ misurato in radianti allora
la pendenza del grafico della funzione seno in 0 vale 1, ossia ¢ uguale a cos 0. Se invece gli angoli sono
misurati in gradi, questa proprieta non vale.

% La ragione ¢ che le funzioni trigonometriche non intervengono solo in ambito geometrico, ma sono
fondamentali per modellizzare vari fenomeni.
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Nel caso generale basta osservare che ad ogni x € R corrisponde un punto P sulla circonferenza che
ha centro 1’origine e raggio 1; pertanto, se P ha coordinate (xp, yp), vale x,% + y}% = 1. Daltra

parte, per definizione di seno e coseno, si ha cosx = Xp esinx = yp. Di qui luguaglianza che
stiamo esaminando.

. . sinx .. . .
Le uguaglianze cos®x + sin?x = 1 e tanx = —— sono fondamentali: infatti, a partire da
esse si pud ricavare ogni altra uguaglianza tra sin x, cos x, tan x.
e  Grafici delle funzioni trigonometriche

Mediante il file DefSin3.ggb puoi visualizzare landamento del grafico della funzione seno al
variare della posizione del punto P sulla circonferenza.

1 F -
ST L
7/
’
Vs
}

o 1 - g 27
4 -

Y /,’ 2

Se__ .o~ 1
-t =<
-7 COS T NS
4 N
7 N
4
’
7~ t }
// 0 1 z ™ ﬁ 27
Jid 2 2

-

=
-1

Pensando alla definizione delle funzioni seno e coseno e ai loro grafici, si deducono le seguenti
proprieta elementari.

- Le funzioni seno e coseno sono periodiche e hanno periodo 2
- il grafico della funzione seno ¢ simmetrico rispetto all'origine, quello del coseno &
simmetrico rispetto all’'asse y
- gli zeri della funzione seno sono i valori x = km per ogni k € Z, gli zeri del coseno sono
— T M
=2+ km perognik € Z

- le funzioni seno e coseno hanno immagine [—1,1].

197


https://drive.google.com/file/d/10hL1CJl49d1_s41_0xCSjqVWfbyMY4Ns/view

tanx

N
A
AN

La funzione tangente ¢ periodica e ha periodo m. Non ¢ definita per x = %+ km per ogni
k € Z. Ha immagine R.

Infine é opportuno precisare rigorosamente cosa si intende, in generale, per funzione periodica.

Una funzione f definita sull'insieme R si dice periodica di periodo T # 0 se vale
f(x+T)=f(x)VxER.

Con questa definizione ogni numero diverso da zero ¢ periodo della funzione costante.

Spesso si intende per periodo i/ piit piccolo numero T > 0 per cui vale tale uguaglianza.

Osservazione. La definizione si puo estendere alla funzione tangente: 'uguaglianza de-

ve essere verificata nel suo insieme di definizione.
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Attivita

Un modello trigonometrico

11 grafico mostrato in figura rappresenta il suono emesso da un diapason; precisamente ¢ il
)

grafico della variazione di pressione dell’aria in un punto al variare del tempo t, espressi in

opportune unita di misura.

Prova ad indicare come si puo ottenere il grafico in figura a partire da quello della funzione
sint.

Puoi ascoltare il suono emesso ed esaminarlo mediante il file Diapason.wav.
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https://drive.google.com/file/d/1k0oPGMR8ycbIwx1Qrb_ROSzFp8DzI0h2/view

Dispensa

Funzione Asin(wx)

Interpretazione geometrica dei parametri

Parametro 4

2sinx

o
-
NN -

I1 parametro A ¢ il fattore per cui si dilata il grafico della funzione sin x lungo I'asse y per
ottenere il grafico della funzione f(x) = Asin x.
E legato all'ampiezza delloscillazione e precisamente l'immagine di f & [—|A[, |A]].

Parametro w

sin:c

ERT/INS AN AN
i AN A A

sin(2x)

Il parametro w ¢ il fattore per cui si dilata il grafico della funzione sin x lungo l'asse x per

ottenere il grafico della funzione f(x) = sin(wx).

E legato alla frequenza delloscillazione® e precisamente, per  # 0, il periodo di f & T = %T

Questo risultato si puo dimostrare facendo riferimento alla definizione di funzione periodica, che
¢ proposta nella dispensa Funzioni trigonometriche: definizione.

Considerazioni esattamente analoghe valgono per la funzione A cos(wx).

20 Ossia il numero di oscillazioni che avvengono nell'unita di tempo.
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https://drive.google.com/file/d/1AsKSAWRkw7JGFJBsZYd_aV5n0WHJ2gvh/view

Costruzione del grafico
Traccia il grafico della funzione f(x) = —2 sin(3x).

1) Disegna prima il grafico della funzione g(x) = sin(3x). Per quanto osservato in
. . . .. .. 21 . .
precedenza, si tratta di una funzione periodica di periodo T = S ¢ dunque ¢ suﬁ‘iczente

. . 2
esaminarla nell’intervallo [0, ?n]

Per cominciare segna gli zeri 0 I T; poi i punti medi I A, in essi g assume
g g bl 2 bl b P P 4 b 4 . g

rispettivamente massimo e minimo. Traccia di conseguenza il grafico di g.

2)  Poickhé f(x) = —2g(x), per ottenere il grafico di f basta operare una dilatazione del
grafico di g lungo 'asse y di fattore 2 e una simmetria rispetto all’asse x.

—2sin(3x)
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Osservazione. Per rappresentare i punti notevoli della funzione g nel punto 1, si puo seguire un

. . . ., . T 2 1 T, .. .
ordine diverso. Precisamente, poiché L= i e possono segnare sul foglio i punti del grafico
. . s T Vs . . . .. . .
di ascissa 0, —, 2+ = 3- = 4 - = sonoi punti speciali in cui la funzione seno assume

nell'ordine i valor: 0,1,0,—1, 0.

Approfondimento. Nel foglio di attivita 1 discutiamo la costruzione del grafico della funzione

f(x) =2cos(2—5).
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https://drive.google.com/file/d/1QiII1PSNFWcmOx8_oumChu6PkNxlCWhd/view

Simmetrie del grafico e funzioni pari, dispari

Come abbiamo osservato nella dispensa Funzioni trigometriche: definizione, i grafici delle

funzioni seno e coseno hanno delle simmetrie. Esaminiamo piit in generale le funzioni che hanno

questo tipo di simmetrie.

° Interpretazione geometrica

Una funzione pari ¢ una funzione che ha grafico simmetrico rispetto all’asse y.

Una funzione dispari ¢ una funzione che ha grafico simmetrico rispetto all’'origine 0.

Esempi notevoli di funzioni pari sono x? e cos x, di funzioni dispari x* e sin x. Piu in
enerale, una funzione potenza ad esponente naturale & pari se e solo se I'esponente ¢ pari, &
) )

dispari se e solo se I'esponente ¢ dispari.
e Interpretazione analitica e definizione

Proseguiamo esaminando la situazione dal punto di vista analitico: quali condizioni (necessarie e
sufficienti) soddisfa l'espressione di una funzione che ha uno di questi due tipi di simmetrie?
Iniziamo con la simmetria rispetto all'asse Y e facciamo riferimento alle figure che seguono.

A sinistra consideriamo il generico punto P del grafico di f e il suo simmetrico P' rispetto all'asse’’ y;
a destra rappresentiamo le coordinate dei due punti.

\"‘ ! ! £
+

Con l'aiuto delle due figure traduciamo la relazione di simmetria tra i due punti nella condizione

f(=x) = f(x). In modo analogo esaminiamo il caso della simmetria rispetto all'origine? O.

21 La simmetria rispetto ad una retta 1 trasforma ogni punto P del piano in un punto P’ operando in questo
modo: si considera la perpendicolare alla retta r passante per P; il punto P’ ¢ il punto della perpendicolare
tale che il punto medio del segmento PP’ appartiene ad r.

22 La simmetria rispetto ad un dato punto Q trasforma ogni punto P del piano nel punto P’ tale che il punto
medio del segmento PP’ sia Q.
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https://drive.google.com/file/d/1AsKSAWRkw7JGFJBsZYd_aV5n0WHJ2gvh/view

o R s

1-x

1

1

1
L
=

1

1

I

p' f(=z) o

In questo caso si comprende come la condizione per la simmetria sia f (—x) = —f (x). In particolare
tieni presente che le lunghezze dei segmenti sono sempre non negative, mentre le coordinate possono

essere negative.

Possiamo allora dare la seguente

Definizione. Sia f una funzione definita sull'insieme R.
f si dice parise vale f(—x) = f(x) Vx € R.
f si dice dispari se vale f(—x) = —f(x) Vx € R.

Osservazione. La definizione si puo generalizzare ad una funzione f definita su un insieme
A C R simmetrico rispetto all origine (ossia se X € A = —x € A).

Dimostra che la funzione g(x) = x3sin?(x) ¢ dispari.

Dobbiamo provare che g(—x) = —g(x) Vx € R.

Esaminiamo prima il fattore sin®(x). Vale
sin?(—x) = (sin(—x))? = (- sin x)? = sin?x Vx € R.
Osserva che nella prima uguaglianza abbiamo semplicemente utilizzato il significato algebrico della

scrittura sin®(t) come (sin t)?; nella seconda il fatto che la funzione sin ¢ dispari e pertanto
sin(—x) = —sinx.

Possiamo cosi applicare quanto appena ricavato alla funzione g, ottenendo
g(=x) = (—x)3 (sin(—x))?= —x3- sin®x = —g(x) Vx€R.

Pertanto concludiamo che effettivamente la funzione g é dispari.
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Foglio di attivita 1

Funzioni trigonometriche — modelli periodici

1. In figura sono rappresentati i grafici delle funzioni f(t) = 4 sin(wt) e g(t) = B cos (%t) .

Determina il valore dei parametri A e w, B e p, sapendo che w, u € N.
Determina poi il pitt grande zero negativo di g.

-0.5

2. Considera la funzione f(x) = sin(wx), dove w ¢ una costante positiva. Se f(a) = 0 e

f(b) =1, qual ¢ la minima distanza possibile tra a e b?
[Da test ingresso nazionale ai corsi di laurea scientifici]

3. Traccia il grafico delle seguenti funzioni in scala monometrica, indicando le
trasformazioni che consideri. Precisa il periodo, I'immagine e il piu piccolo zero positivo

di ciascuna.

Poi controlla la correttezza delle risposte con GeoGebra.

f(x) = |cos x|
f(x) = —3sin(3x)
f(x) = 2sin(—x)

f(x) = 2sin(x — 1)
f(x) = sin®x

f(x) = cos(mx)

f(x)=1-sinx
fl) = %cosg

f(x) = |cos(x — 2)|
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4. Traccia il grafico della funzione f(x) =cos(3x) +1 e determina gli zeri di f
sull'insieme R.

Quanti zeri appartengono all'intervallo [0,7]?

5. 11 19 giugno 2019 a Port-en-Bessin in Normandia era prevista®® alta marea circa alle
ore 0 (mezzanotte del giorno precedente), con un livello dellacqua di 7,07 m; alla
bassa marea successiva il livello previsto era di 1,31 m. L’intervallo di tempo tra due alte
maree consecutive ¢ di circa 12,5 ore. Modellizziamo il livello dell'acqua, in metri, al
tempo t, in ore, con la funzione f(t) = A cos(wt) + M.

—  Determina il valore dei parametri A, w, M. Quale significato fisico puo avere il
parametro M?

—  Mediante il nostro modello, calcola il livello dell'acqua alle ore 1. Quale errore
percentuale commettiamo rispetto al valore 6,81 m, fornito dal sito?

6. Intendiamo tracciare il grafico della funzione f(x) = ZCos(f - f)

Osserva che la funzione si puo esprimere nella forma: f(x) = 2cos (i(x —f)) Pertanto:

—  prima disegna il grafico della funzione g(x) = 2cos(ix)
—  poi disegna il grafico di f, traslando il grafico di g...

Risultati

1) f@t)=- %Sin(St) ;9@ = gcos(gt) 2) % 4) Zeri: {§+k%", keZ}; 3 zeri nell'intervallo [0,7]

5) Decidiamo che la funzione assuma come valore massimo il livello dell’alta marea e come valore minimo il
livello della bassa marea agli istanti indicati sul sito.

Di conseguenza, tenendo conto del significato geometrico dei parametri della funzione f, si ottiene:
A=288m, M=419m,w ~ 0,503™% errore circa dell'1,4%.

23 https://maree.shom.fr/harbor/PORT-EN-BESSIN/hIt/0>date=2019-06-19&utc=standard
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—_

f(x) = cos(x +g) f)=1-x% f(x)=Inlx|] f(x) = {_iz

0,

Foglio di attivita 2

Funzioni trigonometriche — funzioni pari, dispari; ancora modelli

Pensa al grafico di ciascuna delle seguenti funzioni e, con considerazioni geometriche sulla

sua simmetria, indica se si tratta di funzioni pari o di funzioni dispari.

x € (—0,0)
x € [0, +0)

Utilizzando le definizioni, determina se le seguenti funzioni sono pari o dispari.

X +3 f(x) =x°sin(2x)  f(x) = |sinx| + /3 — x2

sin3x

f(x) =sinxcosx  f(x) =

La funzione f(x) = sinx + cos x ¢ dispari? E pari? Giustifica in dettaglio le risposte.

Siano f e g funzioni definite su R tali che f ¢ dispari mentre g ¢ pari.
—  Mostra che la funzione f - g & dispari
— La funzione f - |g| ¢ dispari o ¢ pari? E la funzione |f| - g?

E la funzione 2f - (g + 1)?

In figura ¢ rappresentato un suono che si puo descrivere come il grafico di una funzione

f(t) = Asin(wt) che fornisce la variazione di pressione dell’aria in un punto al variare

del tempo t (in opportune unita di misura).

0,0005 0,0010 0,0015 0,0020 0,0025

—

0,5
04
03
02
0.1

.,TmHHmeHHHHHWHWHHmm, Ll

0,0
-0.1
-0,2
03

TS

Scrivi I'espressione di una funzione g che rappresenti, in modo analogo alla funzione f,

un suono piu grave e di volume minore rispetto a quello descritto in figura.
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6. Alcune questioni.

— Aiutandoti con i grafici, determina la soluzione dell’equazione sin (1—; x) =In(x —1)

— Considera la funzione f(x) = sin(kx), dove k > 0. Se si aumenta il coefficiente k
del 20%, come cambia il periodo di f in percentuale?

— F data la funzione f: R = R definita da f(x) = cos(sin x). Qual & I'immagine di f?

—  Scrivi l'espressione di una funzione trigonometrica f che ha immagine [—1,2].

Alcuni risultati

2) Dispari; dispari; pari; pari

4) f - |g| dispari; |f| - g pari; 2f - (g + 1) dispari
6) S = {2}; diminuisce circa del 17%; [cos 1, 1].
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1.

Foglio di attivita 3

Funzioni trigonometriche — equazioni e disequazioni

Trova l'insieme delle soluzioni delle seguenti equazioni nell'intervallo [0,27].

1
cosx ==

2
2cosx+3=0
4sin’x —3 =10

cos’x +sinx—1=0

sin(2x) sin(x —1) =0

. 1
sinx| = —

| | 7

cos?x =1

2sin’x —3sinx—2=0

6sin’x — 5sinx+1=10

2sinx cosx — cos3x + cosx = 0

Trova l'insieme delle soluzioni delle seguenti equazioni nell'intervallo [0,2].

cos?(mx) + cos(mx) = 0

|sin(7x)| =%

— E vero che se s < t allora certamente cos s > cos t?
— E vero che se s3 < t3 allora certamente s < t?
—  Determina il pitt grande intervallo I che abbia la proprieta:

er ogni S, t € I tali che s < t, vale s* > t2.
perog:

— Individua un intervallo I che abbia la proprieta:

perognis,t €I tali ches < t, valesins < sint.

Quale lunghezza massima puo avere un intervallo per cui vale la proprieta indicata?

Risolvi le seguenti disequazioni nell'intervallo [0,27].

1
cosx >—
V2

1—|sinx|>0

sinxcosx >0
sin x

: _1
Sinx >
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5. Un corpo, che ¢ soggetto ad una forza elastica, si muove lungo una retta con legge oraria

s(t) = 4sin(2t), espressa nelle unita di misura del Sistema Internazionale.

—  Descrivi nel linguaggio naturale il moto del corpo al variare del tempo ¢ = 0

— Quanto tempo impiega per compiere un’oscillazione completa?

— Dopo quanto tempo dall'istante iniziale t = 0 si trova per la prima volta nella
posizione s = 2?

— Inun'oscillazione completa il corpo passa pitt tempo nell'insieme delle posizioni
s tali che |s| < 2 oppure nell'insieme delle posizioni s tali che 2 < [s| < 4?
Giustifica con il calcolo.

Risultati

) o) fr e 2 G iy
®; {0,m, 2w}
fg, 2 am o), fom i Y 1o, _)u(— 2n); (0,7) U (m,
{0,5m 2n}; {arcsmg o 56” - arcsin%} [02m] = {ZZ};  (£,2) U (7w, 2n).

{0,1,5,m,m + 1,%, 2n}; {0, m, %, 21}
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Foglio di attivita 4
Funzioni trigonometriche —ancora equazioni e disequazioni

1. Trovalinsieme delle soluzioni delle seguenti disequazioni nell'intervallo [0,27].

2|lcosx| —1<0 sinx +v3 >0
3 —4cos’x =0 5sin?x > 2 — 2 cos x
1
(cosx+1)cos(x+1) <0 —
coS x

2. Trovalinsieme delle soluzioni delle seguenti equazioni negli intervalli indicati.

cos(4mx) = 0 in [-1,-}] sin(—%x) —1 =0 in [8,16]

3. Determina l'insieme delle soluzioni delle seguenti disequazioni nell'intervallo [0,2m],
utilizzando i grafici delle funzioni sin x e cos x.

sinx <1+ cosx cosx +sinx <0

4. Risolvi le seguenti disequazioni sull'insieme R.

cosx+x<0 utilizza i grafici delle funzioni base

2(x — sinx) > 0 [Esame 2009] ricorri alla definizione di radiante

5. Considera I'equazione nell'incognita x
sinx—(k+1)=0 dove k & un parametro.

Per quali valori di k I'equazione ha soluzioni?

— Invece per quali valori di k I'equazione seguente non ha soluzioni?

(k+1)sinx—3=0
— Per quali valori positivi di k 'equazione seguente non ha soluzioni?

(k+1sin(kx)—3=0

6. Mediante le simmetrie del grafico delle funzioni trigonometriche mostra che I'espressione

cos(m — x) sin (x + g) — sin?(m + x)

¢ uguale a —1 per ogni x.
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Risultati
D EF) v (Es); [02n]
L2t U [ 25); (0,arccos(-Y)) U (2 — arccos(-2), 2m)

1) - (g 0.3 v () v (F 20
2 {-3-3 (14} 3 [05]ulm 2nl; (mix)
4) (—o0, ) dove a € (—1,0), (0,+c0) 5) Per k € [0,2]; (—4,2); (0,2).
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Tracce di attivita

Derivata delle funzioni trigonometriche

Vogliamo provare a congetturare I'espressione della derivata della funzione seno.

Lo faremo per gradi, nei passi che seguono.

1. Prova prima su carta.

Traccia il grafico della funzione seno e prova fissare alcuni punti e alcune porzioni

del grafico della sua funzione derivata.

Segui lapproccio utilizzato nelle attivita sulla funzione derivata che hai affrontato nel percorso

sulle derivate.

2. Oraricorri anche a GeoGebra.

Controlla e completa quanto hai realizzato prima su carta.

Precisamente, utilizza il file DerivataSenl.ggb e muovi il punto P sul grafico della funzione

seno:
— leggi il valore della derivata
— spunta la casella e osserva la porzione del grafico della funzione derivata che viene prodotto

dall applicazione.
Poi controlla ulteriormente il grafico della funzione derivata con il file DerivataSen2.ggb. I/
punto di arrivo di questa fase dell'attivita ¢ produrre un grafico abbastanza preciso della

funzione derivata, su carta: percio il soﬁfware ¢ un utile strumento, ma poi riporta sulla carta
eventuali modifiche al grafico della funzione derivata che hai prodotto nella fase precedente.

3. Orail passo finale.

Osservando il grafico che hai realizzato, congettura quale puo essere I'espressione

della funzione derivata.

Tieni presente comunque che il disegno non é una dimostrazione. Potrai dimostrare il risultato
corretto piit avanti nel percorso, quando saranno stati approfonditi i limiti e, in particolare, il

limite notevole che esprime la derivata della funzione seno in x = 0.

Poi, in modo analogo, prova a congetturare la derivata della funzione coseno.
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Foglio di attivita 5

Funzioni trigonometriche — derivata

Traccia il grafico della funzione f(x) = sinx.
—  Determina l'equazione delle rette tangenti al grafico di f nei sui punti di ascissa

x = % ex = ?n e individua le coordinate dei punti A e B in cui le tangenti interse-

cano l'asse x.

- Verifica che il punto medio del segmento AB ¢ (izI 0). Si poteva prevedere tale risultato
senza ricorrere al calcolo?

- Considera un punto x, € (0,%) e sia sinxy = a. Utilizzando la simmetria del grafico

di f, mostra che la pendenza della retta tangente nel punto ™ — x;, vale —vV1 — a?.

Determina i punti stazionari delle funzioni seguenti nell'intervallo [0,27].

f(x) =sinxcosx —sinx

£ 1—sinx
X)) = —
1+ cosx

. . . . . -1 . . .

Trova i punti stazionari della funzione f(x) = sz:x nell'intervallo [0,27]; si tratta di

punti di massimo o di punti di minimo?

La funzione f(x) = asinx + b cos x ha un estremo relativo per x = = ed ¢ f(z?") =1
Si trovino a e b [da Esame 2006].

Un corpo, che ¢ soggetto ad una forza elastica, si muove lungo una retta con legge oraria

s(t) = 3sint

espressa in opportune unita di misura.
- In quali posizioni la sua velocita ¢ massima? In quali ¢ minima?

- Prova a giustificare fisicamente i risultati ottenuti.

Calcola per quale valore di h la retta tangente nell'origine al grafico di f(x) = sin(hx)

forma con l'asse delle x un angolo di 20°.
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7. Per quale valore positivo di 4 le rette tangenti al grafico di f(x) = Asin(2x) nell'origine

einxy = g sono perpendicolari? Per il valore di A trovato, rappresenta il grafico di f e le

due tangenti.

8. La retta tangente al grafico della funzione f(x) = Acos(2x) in x, = %individua con gli

2
. . . . . A
assi cartesiani un triangolo di area —. Quanto vale A?

Risultati

1 5 5 1
1) Perx = %: y = §x+%(1—gn), A (g -5 0). Perx = ?n: y = —?x+§(l+s—f1r), B (?n + 5 0)
2) {0, 2?”, 4?”, 21-[}; g} 3) x = m punto di minimo; x = 0, 27 punti di massimo
fa=+3b=1 6) Circa 0,36 7)A=§ 8)A=2
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Foglio di attivita 6
Funzioni trigonometriche - riepilogo

1. Traccia il grafico delle due funzioni seguenti; indica il periodo, 'immagine e quale € il pit
piccolo zero positivo di ciascuna di esse.

f(x) = 2]sin(x —4) | g(x)zsin(—z +1

2. Un fenomeno oscillatorio ¢ descritto al variare del tempo t dalla funzione
f(t) = Acos(Bmt) + C, dove A, B, C sono costanti positive, con 4 < C.
Traccia il grafico di f nell'intervallo [0, T], dove T ¢ il periodo, e indica le coordinate (in
funzione di 4, B, C) dei punti del grafico nei quali la funzione ha massimo e minimo e nei

quali la funzione vale C.
La funzione ha zeri? Perché?

3. Trova le soluzioni delle seguenti equazioni e disequazioni nell'intervallo indicato.

V2cos?x —cosx —V2 =0 per x € [0,2m]

[sin(2mx)| = 1 per x € [0,1]
sinx—1>0 € [0.27]
sin(x — 1) — perx a

4. La funzione f(x) = sin®x cos(2x) ¢& pari o dispari? Giustifica la risposta.

1

5. Calcola la derivata della funzione f(x) = prm—

.. 11w
tangente al grafico di f in xy = -

. Qual ¢ la pendenza della retta

sin? x—2

6. Trovai punti stazionari della funzione nell'intervallo [0,27].

7. Esprimi sin(3a) in funzione di solo sin & e cos a (osserva che 3a = 2a + a).
Poi prova ad esprimerlo in funzione di solo sin a.

8. In quale sottoinsieme di R ¢ definita la funzione f(x) = v/sin x?

Individua una funzione goniometrica il cui insieme di definizione sia

[=--U[-4,-2]uU[0,2]U[4,6]U[8,10] U ..

9. Con considerazioni grafiche, spiega perché seg < ¢ < m allora vale

arcsin(sinc) = m — c.
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Alcuni risultati

2) Massimo in (0,C + A) e (%, C+ A)..., non ha zeri
) REE A R P (S DRVE 43V (n+ 1,2m]

5)f (x) 2sin?x—1 f (11n _

(sinx cos x)z’
6) {Z,2}, il primo & punto di massimo, 11 secondo di minimo
7) 3cos asina —sin®a.

217



Bibliografia e sitografia del capitolo 3

[Orientamat, 2006] Sito del Progetto Orientamat.

http://www.science.unitn.it/orientamat/

[Mariotti, 2022] Mariotti, M.A. (2022). Argomentare e dimostrare come proble-
ma didattico. UTET.

[MIUR, 2018b] Indicazioni nazionali e nuovi scenari.

https://www.miur.gov.it/documents/20182/0/Indicazioni+nazionali+e+nuovi+-

scenari/

218


http://www.science.unitn.it/orientamat/
https://www.miur.gov.it/documents/20182/0/Indicazioni+nazionali+e+nuovi+scenari/
https://www.miur.gov.it/documents/20182/0/Indicazioni+nazionali+e+nuovi+scenari/




PIL pro-capite (migisi euro)
B i

Da La Repubblica, 6 giugno 2017

Piano /IkmrrI\o‘rtalmento

’(@ - 3 Bari-Malpensa, ... overbooking:
o '\ /"\.. ’ ﬁi’ offerti 200 euro, pranzo e hotel...
é LT A— E | |
m-a

]ﬂ Da La Repubblica, 15 maggio 2008
. «Lei & sieropositivo» ma era falso &=
Dopo 3 anni risarcito: 200.000 euro

)

PROS. SCAD. RATA  PROSSIMA RATA  IMPORTO ACCORDATO  DEBITO RESIDUO ‘ 4 & 2
31/01/2023 811,63 € 110.000,00 € 45.051,28 € f(r) = 7'26_5 f’(r)
’ vee

> By BT BT P T

3
B

ISBN 978-88-7702-531-9





